
數學解題中「亂中序」的趣昧

一、剛昌

我在電視節目上看到這個遊戲:在一張

紙上畫了一個 3x4 = 12 個方格的矩形，每

個方格內叉畫了一隻白兔或紅兔(如圖

1-1) 。節目主持人要參加遊戲的人預先想定

好任意一隻紅兔，但不能說出或指出哪一

隻，然後依照主持人的指示步驟移動。
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圖 1-1

步驟(1) :左右移動到最近的一隻白兔。

步驟(2) :上下移動到最近的一隻紅兔。

步驟(3) :斜線移動到最近的一隻白兔。

步驟(4) :左右移動到最近的一隻紅兔。

參與遊戲的人依循指示完成四次移動

後，主持人竟然毫不猶豫指出最後的兔子是

第二列最右邊灰底方格內的紅兔。

下面是一個美國人發明的遊戲:表演者

事先準備八張由上而下寫好6 個數字的紙卡

(如圖卜2) ，然後任由參與者選擇其中的N

張，再並排成6 個 N 位數，表演者很快就可

以算出它們的總和。(如圖1-3 中，取 N=5 為

例，即選出6 個 5 位數求總和。)

假設參與者選了如圖1-3 的五張車l卡，

且以隨意次序排成6 個 5 位數，表演者很快

就算得答案為219751 。

圖 1-3

+
2 1 975 1

兔子遊戲的設計原理由讀者自行揣摩，

筆者僅解答數字紙卡的問題。原來任何一張

紙卡上面的 6 個數字和，早已「索隱」在由

下而上的第三與第四個數字組成的二位數。

只要將這幾個二位數的十位數字的位值全部

升值 10 倍(如圖 1-4) ，就可輕而易舉算出正

確的總和。
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圖 1-4

「控制論」的創始人 Norbert

Wiener( 1894-1964)被輸成-位神童，他在

18 歲的時候，就獲得哈佛大學的數理邏輯博

t學位。這位天才在頒授博寸一:學位的儀式k

發4.一件有趣的事情，當時哈佛大學的校長

問他幾歲， Norbert Wiener不愧是數學天才，

竟然機巧地回答.，我的年齡的立方是一個問

位數，四次方是寸固六位數，而這兩個數恰

好使數字 O 、 1 、 2 、 3 、 4 、 5 、 6 、 7 、 8 、 9

全部都用上 o J 沒想到這個年齡妙題，立即

引發人們在會場上熱烈討論。

因為 21
3 = 9261 ' 22 3 = 10648 '所以

說 Norbert Wiener 最多 21 歲;又

184 =104976 '而 17
4 = 83521 '所以

Norbert Wiener至少有 18 歲。由此推得他的

年齡只會是 18 、 19 、 20 、 21 這四個數的其qJ

之一 O 我們再對這四個數進行驗算與篩選:

由於 203 =8000 : 194 =130321

21 4 = 194481 '都不合每個數字必須恰好出

現一次的條件要求，所以最後只剩下 18 了。

而且 18 3 =5832' 18 4 =104976' 剛好把

10 個阿拉伯數字 0~9 全部用了一遍，所以

Norbert Wiener就是 18 歲了 O

J個特殊問題的研發，除了原設計者

外，應該很少人能夠真正了解問題背後的創

作泉源或靈感，大概也只有Norbert Wiener

才知道是怎樣的經驗累積甚至電光右火，讓

一 14

他有緣覺察到 18 的三次方與四次方有著如

此美麗的巧遇。

半個看似混沌複雜的情節千里，可能蘊藏

著永慌的結果;一個原本依靠單純理由就可

以真相大白的謎底，若不慎受到表象迷亂，

可能因此失去破題的契機......就是這種直覺

與執著，讓許多解題者即使一時解不出問

題，也不會洩氣失望，甚至愈挫愈勇、流連

忘返， →旦被他弄懂解開了，解題者會不禁

讚嘆「造物者」心思的神奇。

基於上述的理由，筆者認為一個夠大眾

化、值得玩味再三的數學遊戲，除了具備很

簡單的操作法則，以及親和力很強的遊戲目

標外，應該還要帶給遊戲者「亂中有序」的

立情感動，這不只是遊戲本身的設計重點，

也是遊戲在教育上很重要的意義和貢獻。

二、本文:

(一)遊戲名稱:佳偶天成o

1.預期效果:

表演者從其背後一次抽出兩張同點數的紙

牌共 13 份。

2.準備事項:

點數 1~13 的紙牌 A黑一紅各 2 張，而且 26

張牌的首部 13 張與尾部 13 張的點數排列

次序相同，例如:7'A'II'9'8'3'Q'

4 ' 2 ' 5 ' K ' 6 ' 10 ' 7 ' A ' 11 ' 9 ' 8 ' 3 '

Q ' 4 ' 2 ' 5 ' K ' 6 ' 10 0 (一疊紙牌的牌面

朝上或朝下時，包含最上面一張而不包含

最下面一張的連續紙牌，可稱之為「首

部 J' 反之，包含最下面一張而不包含最上

面-張的連續紙牌，呵稱之為「尾部 J 0 )



3.演示步驟:

(1)表演者將 26 張事先排好次序的紙牌打

開成扇形，讓參與者約略看過後再收成

原狀。

(2)進行「洗牌 J' 紙牌背面朝上，將尾部的

一些牌不改上 F次序放置於首部，反覆

進行多次相同動作。

(3)將紙牌背面朝上並拿到自己背後，由首

部數 13 張牌(但不改變上下次序) ，再翻

轉整疊 13 張牌成背面朝 f'然後放置於

13 張背面朝上的牌堆下方。

(4)表演者從背後同時抽出整疊牌的最上面

與最下面各一張牌，並使它們合成背面

朝外的一對牌，然後置於桌上

(5)快速重覆如(4)的動作，直到 13 對同點

數的紙牌全部分散置於桌仁，並通過參

與者一一檢驗。

4.原理解說:

(1) 將尾部的一些牌放置成首部的「洗牌」

方式，並未改變紙牌的環狀排列關係(如

同坐摩天輪)。

(2) 無論經過多少次的「假洗牌 J' 由首部往

下數的第 k( k < 14)張牌必定與第 k+13

張同點數。

(3) 將尾部 13 張紙牌整疊翻轉成背面朝

下，將使這些牌成反序排列。也因此整

疊 26 張牌的首部第 k( k < 14)張必定與

尾部倒數第 k 張同點數。故本演示得證。

(二)遊戲名稱:雙色好合。

1.預期效果:

找出各種收牌法，使得桌上的四疊牌若以

數學解題中「亂中序」的趣味

某疊為首收成。疊後，由首部連續發出兩

張一組的牌中，必有一紅→黑。

2.準備事項:

(I)一副 52 張的紙牌。

(2 撿 a份背面朝上、 t紅下黑、紅黑交錯

的牌共 26 張 O

(3)撿一份背面朝上、 t黑下紅、黑紅交錯

的牌共 26 張。

3.演示步驟:

(1)表演者將兩份 26 張的紙牌背面朝土分

置於桌面的右側(右上方與右下方)。

(2)從兩份牌的首部各取任意張數的牌置

放至1桌面的左側，使桌面上有四疊牌(如

圖 2-1 中，右上方 A 疊、右下方 C 疊、

左上方 B 疊、左下方 D 疊)。

曰 I~I 回回

曰尸l 回回

圖 2-1

(3)表演者請參與者找出各種收牌法，使得

以 B 疊為首所收成的﹒疊牌，由首部一

次連發兩張牌都有一紅一黑 c

4.參考解答:

(DB 十 A十 D十 c ; C2l B 十 A十 C 十 D;

Q)B 十 D十 C 十 A; @B十D十 A十 C 。

5.原理解說:

( I)B 十A 與 D十 C 這兩疊牌皆有 26 張。

(2)一疊紅黑交錯排列的紙牌，若張數有偶

數張，則首部第一張牌與尾部最後一張

牌(以下簡稱「頭尾牌 J )異色，即使經
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(三)遊戲名稱:反轉乾坤。

1.預期效果:表演者找出參與者所抽到一張

牌。

2.準備事項:一副 52 張的紙牌。

3.演示步驟:

(1)表演者請參與者從一副背面朝上的紙

牌中隨意抽出一張，記好點數和花色

後，將它放在桌上，但不能讓表演者看

到這張紙牌的正面。

(2)表演者將其它的紙牌背面朝上收成一

疊(令為 A 疊)置於桌上另一處。

(3)表演者請參與者任取 A 疊首部 k(k<10)

張紙牌，先數清張數，再把它們放在口

袋或藏起來，但整個演示過程中表演者

不知道 k 的大小。

(4)表演者背向參與者，請參與者將剛才抽

的一張牌放置於A疊首部第 k張牌之後

(即首部第 k+l 張牌的位置)。

(5)表演者將 A 疊牌拿至自己的背後，並請

|情況\\
B D C A

|偶偶偶偶 負正 正負 正負 負正

偶奇奇偶 負正 正正 負負 負正

奇偶偶奇 負負 正負 'jf負 正正
奇奇奇奇 負負 正正負負正正

圖 2-2

情況\\
B D A C

偶偶偶偶 負正 正負 負正 正負

偶奇偶奇 負正 ，;IE正 負i& 負負

奇偶奇偶
、東負 正負面 耳!正也: 正負

奇奇奇奇 負負 t喝正正三 正正! 才負負
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過多次的「假洗牌 J '也會雙色成對;

若張數有奇數張，則頭尾牌同色。

(3)A+ B 、 B+A 的環狀排列關係相同 ;C

+D 、 D+C的環狀排列關係相同。

(4)由(1)、 (2) 、 (3)可推得@與@的收牌法

能達成遊戲效果。

(5)無論多少疊偶數張且雙色成對的牌堆

相疊，也會達成雙色成對的效果。

(6)B 疊牌有偶數張的情況:

由 B+D+C+A =B+(D+C)+A 與第

(5)點推得@的收牌法可以達成效果。若

D 疊也有偶數張牌，由第(5)點推得@B

+D+A+C顯然成立;若 D 疊有奇數

張牌，此時 D 疊的頭尾牌同色(同令為

正) , C 疊的頭尾牌同色(同為負)， A 疊

的頭尾牌異色(分別為負、正) ，也可推

得@B+(D+A+C)成立。

(7)2疊牌有奇數張的情況:

若 D 疊也有奇數張牌，此時 D 疊的頭尾

牌同色(同令為正) , C 疊的頭尾牌同色

(同為負) , B 疊的頭尾牌同色(同為負) ,

A 疊的頭尾牌同色(同為正) ，可推得am

+D+C+A 與@B+D+A+C 成立。

若 D 疊有偶數張牌，此時 D 疊的頭尾牌

異色(令分別為正、負) , C 疊的頭尾牌

異色(分別為正、負) , B 疊的頭尾牌同

色(同為負) , A 疊的頭尾牌同色(同為

正) ，可推得Q)B+(D+C)+A 與@(B+

D+A)+C 成立。

(8)本演示得證。«3)與@可另參考圖 2-2 與

圖 2-3)



參與者任意講出一個大於 k 的數(令為

m) 。

(6)表演者將 A 疊首部的 m 張牌作反序排

列(但不改變任何一張牌的牌面方向) ,

再將這 m 張牌置成 A 疊首部(以上的動

作，參與者並不知情) ，完成後把 A 疊

牌拿至桌面放置。

(7)表演者請參與者將口袋或藏起來的那 k

張牌加在 A 疊牌的上方。

(8)表演者只要抽 A 疊首部數第 m 張牌，

它就是參與者原先抽到的牌。

4原理解說:

(1)完成演示步，驟(3)時，參與者所抽的牌在

A 疊首部第 k+l 張牌的位置，但經步驟

(6)A 疊首部的 m 張牌反序排列後，參與

者所抽的牌將成為 A 疊首部的第

m 一 (k+l-l)=m-k張牌。

(2)再由演示步驟(7)將口袋或藏起來的k張

牌加在 A 疊牌的上方，參與者所抽的牌

將成為 A 疊首部第 m-k+k =m 張牌
的位置。

(3)本演示得證。

(四)遊戲名稱:四花齊放。

1.預期效果:

表演者將重新安排的一副牌，由首部一次

連發四張牌，每次都有四種不同的花色。

2.準備事項:

將 52 張紙牌的四種花色分開置放成四堆，

再依一張黑桃，一張紅心，一張鑽石，一

張梅花的次序，收成一疊。

3.演示步驟:

數學解題中「亂中序」的趣味

(1)表演者將整疊牌背面朝上置放桌面。

(2)表演者每次由整副牌的首部取一些

牌，由左向右置於桌上，最後共分置成

四疊(如圖 2-4 ，分別令為 A 、 B 、 C 、 D) 。

日叫囝囡囡囡

國 2-4

(3)將 A 疊牌反序排列成 A(不改變牌面方

向) ，置入 B 與 C 兩疊牌之間 ;D 疊牌

反序排列成 D' 置入 A 與 C 兩疊牌之

間，再由左向右，由上而下將四疊牌收

成一整疊(如圖 2-5) 。

囝囝囝回|苟且

圖 2-5

(4)表演者將整疊牌由首部發牌，一次連發

四張牌必不同花色。

4.原理解說:

(1)若 B 疊的張數為 4 的倍數，則 B+A 由

首部發牌，四連張必不同花色。

(2)若 B 疊的張數不為 4 的倍數，假設由首

部連續四張一數的剩餘牌有 k 張，也就

是四種花色中將少了 4-k 張其它花色的

牌，且與原 A 疊尾部的 4-k張牌同花

色。而今 A 反序置於 B 疊之後，恰使 B

疊尾部 k張牌與 A疊尾部4-k張牌(即
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A 首部 4-k 張)連成 4 張不同花色的

牌 O

(3)由(1)和(2)的推論可得:由 B+A 的首部

發牌，四連張必不同花色 O

(4)若由 D+C的尾部逆向看牌，同前三個

步驟的推理可得，四連張也不同花色。

(5)若 B+A的張數為 4 的倍數，則整副牌

由首部發牌，四連張必不同花色 O

(6)若 B+A的張數不為 4 的倍數，則由首

部連續四張一數的剩餘牌(假設有 P

張) ，恰與D+C的首部 4-p 張牌連成

4 張不同花色的牌，所以整副牌由首部

發牌，四連張必不同花色。

(7)由 (5)和(6)本演示得證。

(五)遊戲名稱:龍據四方。

1.預期效果:

表演者將經過事先安排的一副牌，交由參

與者作→次彈疊洗牌後收成一疊 O 表演者

由首部一次連發 13 張牌，每次都有 13 種

不同的花色(一條龍)。

2.準備事項:

一副 52 張的紙牌。首部 26 張牌的前 13 張

與後 13 張的點數排列次序相同，例如: 7 '

A ' 11 ' 9 ' 8 ' 3 ' Q ' 4 ' 2 ' 5 ' K' 6 ' 10 ;

7 , A ' 11 , 9 , 8 ' 3 ' Q ' 4 ' 2 ' 5 ' K , 6 '

10。而尾部 26 張牌的點數排列次序為首部

26 張的反序排列。

3.演示步驟:

(1)將 52 張事先排好次序的紙牌打開成扇

形，讓參與者約略看過後再收成原狀。

(2)表演者將整副牌的首部 26 張與尾部 26

張分開成兩疊(也就是從兩張 10 點的紙

牌之間分開)。

(3)表演者請參與者左右手各持一疊牌(背

面朝上) ，並作任意彈疊洗牌一次。(~單

疊洗牌:左右手各持-疊牌，在不改變

每疊牌原先次序的情況下，讓兩疊牌互

依成一疊。)

(4)表演者收好經洗牌後的整疊牌，再由首

部一次連發 13 張牌，每次都有 13 種不

同的花色。

4.原理解說:

(1)如果洗牌後，左右手的兩份牌僅放置成

一上一下的，疊牌，此情況已完成問題

的要求。

(2)如果洗牌混成一疊後，這疊牌首部的 26

張牌(令為 A 疊)中，混入原先右手的 k

張牌，則必然有原先左手持牌的尾部 k

張牌夾落空整疊牌尾部的 26 張牌(令為

B 疊)中。由於左右手所持的兩份牌成反

序排列，可推得混入 A 疊與退至 B 疊的

這 k 張牌點數完全相同。所以 A 疊的

26 張牌中， 1 點至 13 點的每一種牌都

有兩張。

(3)令 A 疊牌首部的 13 張牌為 C 壘， A 疊

牌尾部的 13 張牌為 D 疊。如果洗牌後，

C 疊混入原先右手的 p 張牌，則必然有

原先左手持牌的首部 13 張牌當中的 p

張牌(當然在這 13 張牌的尾部) ，會夾落

至 C 疊下方的 39 張牌中。由於左右手

所持的兩份牌成反序排列，可推得混入

C 疊與落至 C 疊下方的這 p 張牌點數完

全相同。所以 C 疊 13 張牌中有 13 種不
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同的點數。

(4)由 (2)和 (3)可得知整疊牌的首部 26 張

牌，由上而下 13 張數成→份，則每→

份牌有 13 種不同的點數。

(5)如果將彈疊洗牌後的整疊牌反過來放

置，並如同(1)-(3)的思考方式進行討

論，就可推得整疊牌的尾部 26 張牌，

如果由上而下 13 張數成一份，也是每

一份牌有 13 種不同的點數。

(6)本演示得證。

(六)遊戲名稱:水落石出。

1.預期效果:

表演者將參與者選出的一張牌安置於任意

張數的一疊牌中，且使牌疊背面朝Joo 0 然

後逐漸減少于中紙牌的張數，最後僅剩參

與者所選的一張牌。

2.準備事項: 昔日 52 張的紙牌。

3.演示步驟:

(1)表演者請參與者從一副紙牌中隨意取 n

張紙牌(n>2)' 並告知 n 的大小。

(2)表演者請參與者再從 n 張紙牌中隨意抽

出一張，記好點數和花色之後交給表演

者。

(3) 整疊牌背面朝上 O 假設 n=2α +b

(αε N ' O<b 三 2 U
) ，表演者將參

與者所選的牌安置於牌疊首部第 2b 張

的位置。

(4)由首部最上方開始，重覆進行減牌動

作:拿掉一張後再把一張放到牌疊尾部

最下方。

(5)當手中只剩下一張牌時，翻開此牌即為

數學解題中「亂中序」的趣味

參與者所選之牌。

4.原理解說:

(1)若 b=2α ，則 2b = 2肘I 0 也就是說參

與者所選的牌被放置於牌疊的最後一

張。則當「把 a張拿掉，再拿一張放牌

疊尾部最下方」的減牌動作進行完第一

輪之後(總共動了 2 U+1 張牌) ，所選之牌

會落在第 2 U 張的位置。減牌動作不斷

進行，所選的牌將會出現在第 2u-

'
•••

2 1 、 2° 的位置，所以翻開最後剩下的

一張牌即為參與者所選之牌。

(2)若 0< b < 2u ， 則當減牌動作動了 2b

張牌之時，牌疊的張數|合剩下 r 張，且

所選之牌也正好位於第 2α 張(尾部最後

一張)的位置 O 由 (1)的討論結果可以推

知﹒減牌動作持續進行到剩下→張牌

時，它就是參與者所選之牌。

(3)本演示得證。

(七)遊戲名稱:接二連三。

1.預期效果:

表演者請參與者設計末搭成的牌，而搭成

「完全牌」的標準是指當桌面上出現或自

己抽到某-張紙牌時，會使自己于上的所

有持牌加上這張紙牌後，符合「接二」與

「連三」的條件:

CD接二:兩張同點數的紙牌。

@連三:扣除「接二」的兩張紙牌外，其

它的紙牌必須恰好分成多組三張點數相同

或三張點數成連續整數的紙牌 O

2.準備事項:

每位參與者準備一副紙牌。中所有點數 l 至
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9 的 36 張紙牌。

3.演示步驟:

表演者請參與者以這 36 張紙牌為限，且不

必考慮已被認定為搭好的牌(亦即這些牌

沒有任何調整搭配的必要或打算) ，分別設

計末搭成的牌:

(1)四家末搭成的牌:各家都不清楚其它三

家于上的持牌，但每一家都只在期待出

現 3 點或 4 點的牌，如果各家的未搭牌

(每-家的未搭牌張數未必相|司)加入這

兩張牌的任何一張，都可以搭成「完全

牌」。

(2)一家未搭成的牌:使末搭牌加入點數 l

至 9 的任何一張牌，都可搭成「完全

牌」。

4.參考解答:

(1) 四家末搭成的牌分別為(甲 )3344 ;

(乙)3555 ; (丙)2224 ; (丁)4567888 。

(2)未搭成的牌為 1112345678999 '其加入

點數 l 至 9 後搭成的「完全牌」分別為:

l→ 111 、 l 鈞、 456 、 789 、 99; 2→ III 、

22 、 345 、 678 、 999; 3→ 11 、 123 、 345 、

678 、 999; 4→ 111 、 234 、 456 、 789 、 99 ;

5→ III 、 234 、 55 、 678 、 999 ; 6→ 11 、

123 、 456 、 678 、 999; 7→ 111 、 234 、 567 、

789 、 99; 8→ 111 、 234 、 567 、 88 、 999 ;

9→ 11 、 123 、 456 、 789 、 999 。

三、結論:

「五斗櫃」由五個大小相同的長方體抽

屜組合而成，主要作為收納衣服之用。如果

平日將衣服做好分層整理，即使在短時間

內，也很容易找到想找的衣服。如果只是粗

枝大葉的收拾，甚至亂七八糟的充塞，相信

有時找衣服的時間會大大多於穿衣服的時

間。如果急著找衣服，卻完全不知道衣服放

在那一層，這時開抽屜的方式就大有學問了。

如果由上往下一層 A層開出來找，那麼

要聞出某-層抽屜時(除了最上層的抽屜以

外) ，就得先將它的上→層抽屜關進去，否則

即使把它開出來，也可能看不到或根本拿不

出抽屜裡的衣服。如果任意選個抽屜聞出來

找呢?那問題更大了，除了可能遇到和上→

種開抽屜方式所碰到的問題外，這種亂槍打

鳥的方式，還可能造成某幾個抽屜被開過兩

次以上，而某-個抽屜根本沒被開過的烏龍

事件。

如果由 F往上逐層來找，我們看看到底

會有什麼不同。當我們開出一層抽屜並找過

一遍之後，如果想再開它的上一層抽屜，根

本不必急著關進這層抽屜，就可直接把上一

層抽屜開出。而且依照這種順序一層一層找

t來，如果還找不著想要的衣服，就可以由

t而下逐層再找一遍，仔細找過之後，就順

便將抽屜由上而下關進去。

我常跟學生提到這種「閒抽屜」經驗，

除了讓學生分享「亂中有序」的趣味外，也

想藉此教導學生「因「勢』制宜」與「循序

漸進」的數學學習方式與態度，並期望它對

學生的做人處事會有所幫助 O

【附註】感謝台灣師範大學洪有情教授暨

其他編審，細心審定並熱心指導筆

者投稿的文章，謹此表示敬意和謝

意。
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