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第五章  宇宙絕熱微擾理論與熵的微擾 

（一）絕熱微擾[3,5,6,7] 

寫下考慮純量微擾的時空微小線段： 
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如果我們取縱向規範[1]，則(5.1)被改為 
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(5.2) 

在純量場上也加入微擾後，全部的純量場變成時空座標函數： 

( , ) ( ) ( , )I I It x t t xϕ ϕ δϕ= + 。                                 (5.3) 

和純量場相關的能量-動量張量也因而產生微擾項 

(0) ( , ) ( , ) ( , )I I
I

T T T t x t x g t xμν μν μν μ ν μνδ ϕ ϕ= + = ∂ ∂ +∑ L 。        (5.4) 

同樣地，在時空度規與愛因斯坦張量會變成 

(0) ( ) ( )g g x g xμν μν μνδ= + 、 (0)G G Gμν μν μνδ= + 。                (5.5) 

接著，我們展開愛因斯坦方程(4.7)到一階（線性）微擾項 

G Tμν μνδ δ= 。                                           (5.6) 

假設在無窮遠處微擾都趨近於零，我們將所有的微擾函數取傅立葉變

換（Fourier transformation） 
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( , ) ( ) i xf t x f t e ⋅= k 。                                       (5.7) 

由於我們只考慮到一階微擾，所有相關的微擾方程式都為線性，另外

因為背景為均勻且均向，所以可將時間與空間取變數分離。仿照得到

(4.5)的方法，由(4.3)及(4.4)且將度規和 Iϕ 改成(5.2)及(5.3)，則

可得到考慮物質一階微擾的 EOM： 
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。(5.8) 

利用(4.5)我們可把(5.8)化簡為 
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跟得到(4.9)、(4.10)一樣，我們把(5.2)代入愛因斯坦方程，再加上

(5.4)就可得到下面四個方程式： 
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2. 0i oiG Tδ δ=  
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3. ii iiG Tδ δ=    這裡的 2k 由 2∇ 給出， 2
ik 則是由 i i∂ ∂ 給出（不用取相加） 
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4. ij ijG Tδ δ= ， i j≠  
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  2

1 ( ) 0i ja
⇒ ∂ ∂ Ψ −Φ = ⇒Ψ =Φ，                        (5.13) 

由獨立變數與相關的方程式來看，我們一共有 Iϕ 、Φ、Ψ這三

個純量微擾的獨立變數，因此我只需要三個式子就可以解。但目前共

有(5.9)～(5.13)這五個方程式，可想而知有兩式是可以被另外三式

所組合而成。由(5.13)，可得到前面所預告的結果，兩個規範不變的

純量微擾Φ、Ψ，事實上是同一個。因此我們利用(5.13)把(5.9)～

(5.12)化簡為： 

1.(5.9) 
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2.(5.10)再代入（3-9） 
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13 ( )
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a
ϕ δϕ δϕ ϕ⇒ − Φ − Φ = + + Φ∑

k
，           (5.15) 

3.(5.11)  

1
2 I I

I
H ϕ δϕ⇒Φ + Φ = ∑ ，                              (5.16) 

4.(5.12)再代入(4.11) 

( ) ( )2 14 3
2 I I I I

I
H H H Vϕ δϕ δϕ⇒Φ+ Φ+ + Φ = −∑ 。           (5.17) 

不過，若我們把(5.16)對 t 做一次微分後，先用(4.5)取代 Iϕ ，再

用(5.16)取代 1
2 I IIϕ δϕ∑ ，所得結果即(5.17)，由此可知(5.17)不是

獨立的。這時獨立的變數只剩下 Iδϕ （N 個）、Φ，而可用的方程式
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還有(5.14)～(5.16)這三式（共 2N + 個方程）。之後我們會發現這三

式在一些近似條件之下可以化簡成只有兩個變數的微分方程(7.6)與

(7.7)。 

    為了讓整個方程式滿足規範不變，我們必須先找出 Iδϕ 對應的規

範不變形式。考慮在（3+1）維時空下某個純量場，如果這個純量場

可以由只與時間有關的背景值和一階微擾合成 

0( , ) ( ) ( , )q t x q t q t xδ= + ，                                 (5.18) 

在(3.3)的座標變換（ ( )x x f xμ μ μ= + ， 1f μ ）下，純量場 
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∂
∂
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∂

。 

將其代入(5.18)且利用背景純量場在座標變換下不變 0 0( ) ( )q t q t= ，可

得到 

0
0( ) ( ) ( )q x q x q t fμ μδ δ= − 。                               (5.19) 

由於 ( )I xμϕ 也是屬於這類的純量場，因此可利用(3.14)的來取代 0f  

I I I I I I IH H H H
ψ ψ ψ ψδϕ δϕ ϕ δϕ ϕ δϕ ϕ⎛ ⎞= − − ⇒ + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

如此我們便可得出 Iδϕ 對應的規範不變形式[8]： 

( )g i
I I I IQ

H
δϕ δϕ ϕ− Φ

= = + 。                                (5.20) 

上式已經取了縱向規範的條件ψ = Φ。接著，將(5.15)中的 Iδϕ 用 IQ 取
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代，過程中 21
2 Iϕ 用(4.11)取代、V 用(4.12)取代、 I IVϕ + 用(4.5)取

代，整理後可得到 

( ) ( )
2

2
2

13
2 I I I I

I
H H Q V Q

a H
ϕ

•⎧ ⎫Φ⎪ ⎪⎛ ⎞− Φ − + +Φ = +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑k
。         (5.21) 

將(5.16)中的 Iδϕ 用 IQ 取代，過程中 21
2 Iϕ 用(5.11)取代，整理後可得

到 

1
2 I I

I
H Q

H
ϕ

•⎧ ⎫Φ⎪ ⎪⎛ ⎞ + Φ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ 。                              (5.22) 

接著利用(5.22)把(5.21)變成 

2 2

2

1 3
2 I I I I I I

I

H H Q Q V Q
a H

ϕ ϕ⎛ ⎞+
− Φ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑k

。                 (5.23) 

較複雜的是轉換(5.14)，我們把推導過程留在[附錄 B.1]，所得結果

為 

2

2
3 0I I I IJ J

J
Q HQ Q M Q

a
+ + + =∑

k
，                         (5.24) 

其中 

3 2

3

1 1 3
IJ IJ I J IJ I J I J I J

a H HM V V V V
a H H H

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
• ⎡ ⎤⎛ ⎞+⎛ ⎞= − = + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
。(5.25) 

我們已經將(5.14)～(5.16)改成(5.22)～(5.24)，而且這三式中都是

規範不變的變數。我們再引進兩個規範不變的變數 

I I
I

Qϕ=∑κ 、 I I
I

V Q=∑μ 。                                (5.26) 

先把(5.26)代入(5.22)得到 
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2H
H

•⎧ ⎫Φ⎪ ⎪⎛ ⎞= + Φ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

κ 。                                   (5.27) 

再把(5.26)代入(5.23)且用(4.5)整理，得到 

2 2

2

6
2
a H H

H
⎧ ⎫⎛ ⎞+

Φ = − + +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

κ κ μ
k

。                        (5.28) 

利用(5.27)與(5.28)，可將μ用Φ來表示 

2
2

2
6 4 7HH H H

a H
⎛ ⎞

= − Φ − − − Φ − Φ −Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

k
μ 。                (5.29) 

因此(5.22)、(5.23)就等價於(5.27)、(5.29)。 

接下來我們要找出κ、μ與幾個重要物理量的關係。首先，同步

曲率微擾（comoving curvature perturbation）定義為 

2

I I
I

H H
H H

ψ ϕ δϕ
•⎧ ⎫Φ⎪ ⎪⎛ ⎞≡ + = − +Φ⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ζ
ρ π

，                 (5.30) 

其中 I IIϕ δϕ∑ 是來自於 i
iTδ 。在多重暴漲子的情況下，我們可得到[9] 

2 2I I
I

H HQ
H H

ϕ= − = −∑ κ
ζ 。                                (5.31) 

把ζ 拿來和另一個物理量 (3)R做比較，(3)R指的是能量密度固定的三維

超表面曲率。在前面所提到的座標變換下，由(3.3)、(3.14)、(4.9)、

(5.19)我們有 

0t t t f→ = + ， 0f Hψ ψ ψ→ = + ， 0fρ ρ ρ ρ→ = − 。 

在能量密度ρ加上微擾δρ， ( ) ( ) 0fδ δ δ+ → + = + −ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ。如果

選擇適當的座標系 0 /f δ= ρ ρ，就可讓ρ在這三維超平面Σ上維持定
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值。因此在Σ上可得 

( ){ }2 2 21 1
3 3

H H a E aB
H H

δψ ψ ψ= + = − ∇ + − = − ∇ ΨΣ

ρ
ζ ζ

ρ
，    (5.32) 

其中 2 2 2/i a∇ = ∂ 且推導過程中有用到(3.15)。在這裡有兩點要注意，

第一：(5.32)只是由純量微擾(3.4)出發而得到。第二：(5.32)是在

三維超平面Σ上成立，因此我們還可以再選縱向規範，故Ψ =Φ。然

後Σ的曲率可表示為 

(3) 24R ψ= ∇ Σ。                                         (5.33) 

把(5.32)與(5.33)都取空間部分的傅立葉轉換，並且省略掉下標k  

2

3H
ψ = + ΦΣ ζ

k
，

2 2 2
(3)

2 2
4 4

3
R

a a H
ψ ⎛ ⎞= − = − + Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Σ ζ

k k k
。         (5.34) 

另外，在長波長極限下 aHk 會有 ψΣ ζ。總結這部分的討論，我

們找到了ζ、ψΣ、
(3)R與Φ的關係。最後，由(5.28)可更進一步用κ和

μ來表示這些重要的物理量。 

（二）熵的微擾 

先寫下熵總和的微擾[10] 

pH
p

δ δ⎛ ⎞
≡ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

ρ
ρ

S ，                                     (5.35) 

從下面的分析可看出這定義是無因次且滿足規範不變性。考慮多重暴

漲子的情形，得到
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }
( )

2

2 2

2

2 3 2

3 3

2 3 6 3 /
  

6 3

I I I II I

I JI J

V H V V pH
pV H

H HH H HH H H H

H H HH

ϕ δ ϕ δϕ ϕ δ δ
ϕ ϕ

+ + − Φ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

+ + + + +
= −

+

∑ ∑
∑ ∑

ρ
ρ

μ κ κ

S

。  (5.36) 

在長波長極限下，可發現[6,7,10,11] 

p
p+

ζ
ρ

S。                                           (5.37) 

如果先取下一章要討論的慢滾條件，則(5.36)近似為 

3
3

H
H

+ +
= −

μ κ κS 。                                     (5.38) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


