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摘要

以投擲者的觀點而言，影響拋體水平射

程的因素，包括有拋射仰角、拋射點的高度、

空氣阻力、以及投擲者的助跑速度與出手速

度等。本文討論了其中拋射點高度與助跑速

度這兩個因素對產生最大水平射程所需拋射

仰角的影響。由本文得知，投擲者欲投擲最

大水平射程，拋射點高度的因素會降低其所

需的拋射仰角，而助跑速度卻叉會升高其所

需的拋射仰角;再者投擲者也可以根據本身

的條件，計算出一條獨一無二的水平射程 R

拋射仰角。曲線，而求出自己所能丟的最

遠距離和所需要的最佳仰角為何。

目IJi弓

拋體運動 (projectile motion) 是運動學

中討論等加速度二維運動常用的例子。日常

生活中處處可見拋體，如籃球的投籃，棒球

被打擊成高飛球，或者是高爾夫球在碧綠的

草原中劃過一道美麗的弧線等。在討論拋體

運動時，我們通常會對某一個特定問題感興

趣，那就是如何改變拋射的仰角，才能使拋

體的水平射程達到最大，一如學生上體育課

作壘球擲遠測驗時，在有限的臂力下，如何

投擲才能去得最遠一般。我們都知道，若拋

射點與落地點在同-個高度，以及不考慮空

氣阻力的前提之下，這個答案是 45° ;但上述
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的壘球擲遠，因為投擲者的身高和手臂長

度，使得拋射點和落地點的高度不同，以及

允許投擲者助跑的情況下，顯然會使拋體運

動變得複雜些 O 因此本文將以投擲者的立場

去考慮，就拋射點高度與助跑速度這兩個因

素分別討論其對斜向拋射之水平射程的影

響，以及投擲者應該以何種拋射仰角，才可

以使水平射程達到最大等。

一、拋體運動的一般情形

假設投擲者的臂力可以使得拋體相對於

投擲者的初速為旬，仰角為8' 這個仰角是以

投擲者的觀點來看。倘若投擲者在投擲前瞬

間有一助跑速度v (如圖一) ，則對地上的觀

察者而言，拋射的仰角就會變成

tan 一11 Vo

…
θ 卜因此拋體的水平與鉛直

\. Vo COS 11 + v )

方向的初速川、 Vy分別為

(vx心θ+v

vy =Vo Sillθ

若物體拋射點的高度為 h ， 那麼拋體從拋出至

落地的時間 T應為

TvosinB+~(vosinB)2 +2gh

g

而拋體的水平射程 R 即為 (vocosB+v) -T ' 將

上述 T的結果代入後得到
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R= 土[ v0

2 sin 8 cosθ+ vovsinθ+
g

上式中由於叭，因此 Vo < Jvo
2 + 2gh

(vocos8+刊(阿 sin 8)2 + 2gh ]

一般教科書所提到斜向拋射的水平射程，是
，故

欲得最大水平射程，投擲者應該採用拋射仰

從第( 1)式中假設 v 和 h 為零，而得到

~ 2sin2θ
R= 二立」一一，當仰角。= 45。時 'R 為最大

角。< 45。才行 O 若投擲者仍以 45。仰角作拋g

射，則水平射程會變成

僻的

R(θ- 45°) = R max值，

此式與第(3)式的Rmax8甘差6R為

封~v川gh -~(vo+~九

'.'

多侈侈侈侈侈;i;;;;;i;\:~:-l \

上式當然也可以稍加推導，而得到6R>0 的物體拋射點的高度為力，且拋體相對於園一

結果。
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投擲者的初速為的， 1Cp 角為 8 '而投擲

者助跑的速度為 v 。

二、拋射點高度的影響

這裡先假設投擲者在不助跑的情形下，

30
只考慮拋射點高度的因素，此時投擲者和地

上的觀察者所見拋體被拋出時的仰角皆為

投擲者助跑速度為零，產生最大水平

射程的拋射仰角 8c(u) 的函數圖形，其

中橫軸 u為 gh /的2 。

圖二。。因為第( 1)式中的 v=O' 所以

R=且竺旦吭[咐
g

至於第 (4) 式的8c(h)函數，我們可以令

一個新的變數u=斗，將8c由h的函數，改變
Vo

我們將第 (2) 式對 0 做一次微分，令 dR/ d8

= 0 ，由此可得 R 的極大值為( Ref.間， [剖， [呵，

[9] , [10])

0
2 I,. 2ghRmax = Rmax (h) = 二~.Il+竺~ •••• (3)

g V vo~

成u的函數

←心

29

這時0的值為產生最大水平射程的拋射仰角 8c
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圖二為Sell的函數圖形，圖中顯示u愈大(亦
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.(7)
×

即拋射點的高度愈大) ，拋體達最大水平射程

(3V+兩寸)所需的拋射仰角就會愈小。圖三是假設 Vo =

10m/s ' h分別為1.5m 、 3.0m ' g = 9.8m/s2的

令…

R-S曲線，這兩條曲線的最大水平射程分別為

1 1.6m 、 12.9m' 而其所對應的拋射仰角分別

為 4 1.4° 、 38.5° 。

;;~
45

。 5 10 15 W

拋射點高度為零，產生最大水平射程

的拋射仰角 ec(w) 的函數圖形，其中橫

軸w為 V / 的。
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國五 拋射點高度為零的情形下，假設的

= 10m/s ' V分別為 4m/s 、 8m/s 'g=

9.8m/s2的 R-S曲線，這兩條曲線的

最大水平射程分別為 16.3m 、

23. 1血，而其所對應的拋射仰角分

別為 52. 2。、 57. 6° 。

v
們假定一個新的變數 W=一之後，就可

Vo

第 (8) 式重新寫成 W的函數，

.( 8)

H
h= 1.5m !!

-38.5 4 1.4
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投擲者助跑速度為零的情形下，假設圖三

的= 10m/s ' h分別為1. 5m 、 3. our , g =
國四

9.8m/s
2的 R-S曲線，這兩條曲線的最大

水平射程分別為 11.6m 、 12. 恤，而其

三、助跑速度的影響

假若投擲者在投擲前有一助跑速度 V' 而

41. 4。、所對應的拋射仰角分別為

38. 5° 。

不考慮拋射點高度因素的話，從第( 1)式中

治 =0' 我們可以得到

空νr. cosθ
R=~一一一[ Vo sinθ +V]········(6)

g

當我

以將
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相同的，令dR / de = 0 '由此可以求出品甘極

大值Rmax與產生最大水平射程的拋射仰角。c

分別為

Rmax =Rm缸(吵



c=θ氏的=∞SIL計 (9)

因為第 (9) 式中的w>O' 所以產生最大水平

射程所需的拋射仰角。c必然會大於45° ，而且

叫直愈大(即投擲者的助跑速度愈大)，其拋

射仰角也愈大，圖四是ec(w)的函數圖形，即

顯示這個現象。圖五是假設Vo = 10m/s '吋于別

為 4m/s 、 8m/s ' g = 9.8m/s2的R-e曲線，這兩

條曲線的最大水平射程分別為 16.3m 、

23.1m' 而其所對應的拋射仰角分別為 52.2。、

57.6° 。

四、助跑速度和拋射點高度同時考慮

如果后和 v 都不為零，而我們直接將第

( 1)式對 0 做一次微分，令 dR / de = 0 '經

過一番繁複的計算之後，得出一個 cose 的一

元三次方程式:

2wcos3θ +(~ +2u+2)cos2θ =2u+1

. (10)

其中的uf日的?別為gh / vo2和 V / Vo 。第

( 10)式中cose的解就是助跑速度和拋射點高

度同時不為零的情形下，水平射程達最大時

的拋射仰角的餘弦。數學方程式中有所謂的

「卡丹( Cardan) 公式 J (Re f. [呵， pp. 159

164)可以求出一元三次方程式的一般解，不

過因為這一般解的形式並不十分「簡潔 J '所

以這裡不打算列出其解法，有興趣的讀者可

閱讀參考文獻中的資料或相關書籍。

前面我們已經分別討論了助跑速度和拋

射點高度對最大水平射程的拋射仰角的影

響，也分別各舉了二個例子求出其對應的

如何才能丟待最這?

值。於是我們可以利用電腦將這四個例子交

叉組合，分別描繪出水平射程R對仰角。的軌

跡，而求出最大水平射程和對應的拋射仰角

的特殊解，如圖六、圖七。圖六是假設 Vo =

10m/s' 后= 1.5m ' g= 9.8m/s2 ，投擲者助跑速

度吋于別為 4m/s 、 8m/s的R-e關係曲線，這兩

條曲線的最大水平射程分別為 18 .2m 、

25 .3m '而其所對應的拋射仰角分別為 48.8。

和 54.7° 。如果我們將 48.8。或 54.7。的餘弦代

入第 (10) 式，當然也會符合該方程式的解，

有興趣的讀者可以自行驗證。由於前面的討

論，我們已經知道投擲者欲投擲最大水平射

程，拋射點高度的因素會降低其所需的拋射

仰角，而助跑速度卻叉會升高其所需的拋射

仰角。因此圖中v = 4m/s的曲線，其最大水平

射程的仰角 48.8° ，會大於圖三中的 4 1.4° ，而

叉小於圖五中的 52.2° ; v = 8m/s的曲線，其

最大水平射程的仰角 54.7° ，也大於圖三中的

41 .4° ，但小於圖五中的 57.6° 。圖七中兩條曲

線的情形也是如此。
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國六的= 10m/s' h= 1. 5m' g= 9. 8m/s2 ,

v分別為 4m/s 、 8m/s的 R-e曲線，

這兩條曲線的最大水平射程分別

為 18.2m 、 25. 3m '而其所對應的

拋射仰角分別為 48.8。、 54.7° 。
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五、結論與說明

前言已經說過，本文是以投擲者的立場

去考慮所有的因素，而不是地上的觀察者。

事實上，若以地上的觀察者而言，應該將投

擲者的助跑速度 v 併入物體的初速 Vo' 倘若

如此，則只需討論本文的第二部分即可。而

本文這樣設計，只是讓拋體運動的學習者更

有參與感，藉由投擲者的臂力所產生拋體的

初速，加上自身的助跑速度，以及身高和手

臂長度決定拋射點的高度，如此就能計算出

根據投擲者本身條件的一條獨一無二的孔。

曲線，而投擲者也可以由此得出自己所能丟

的最遠距離和所需要的最佳仰角為何。

的增大而減小，這是將助跑速度併入物體的

初速 ν。計算而得。至於其他擲類受空氣阻力

影響較大，各有不同的最佳仰角，例如擲鐵

餅為 30° - 35° ;標槍為 28°-33°; 鏈球為 42。

-44。等 (Ref. [1] , p. 24) 。讀者若有興趣，亦

可參閱這類的相關書籍。
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