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1 �������

�
������ f(x1, x2, . . . , xn) 
����������x1, x2, . . . , xn ��

������

1.1 ����������

�� 1.1.1. � P0P1 . . . Pn−1 �
 n ���� n �������� (P0P1 . . . Pn−1) �

����� i, j �� i ≡ j (mod n) ��� Pi � Pj ���������� Pi−1PiPi+1 �

�� n �������������� (i) ���

	��	���������������

�� 1.1.2. �Monge ����
��� P0P1P2P3P4 	��

(P0P1P2)(P0P3P4) + (P0P2P3)(P0P1P4) = (P0P1P3)(P0P2P4).

���� 
�
� I������ P0P1, P0P2, P0P3, P0P4, � T1, T2, T3, T4�

P0

P1

P2

P3
P4

T1

T2

T3

T4

I

� (P0T1T2) = p, (P0T2T3) = q, (P0T3T4) = r���

pr + q(p + q + r) = (p + q)(q + r),

����

(P0T1T2)(P0T3T4) + (P0T2T3)(P0T1T4) = (P0T1T3)(P0T2T4) (1)

���

��
�� 1 ≤ i, j ≤ 4, i �= j ��	��

(P0PiPj)

(P0TiTj)
=

P0Pi × P0Pj

P0Ti × P0Tj

. (2)
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�

α =
P0P1 × P0P2 × P0P3 × P0P4

P0T1 × P0T2 × P0T3 × P0T4

,

� (1)�(2) ����

(P0P1P2)(P0P3P4) + (P0P2P3)(P0P1P4) − (P0P1P3)(P0P2P4)

= α
(
(P0T1T2)(P0T3T4) + (P0T2T3)(P0T1T4) − (P0T1T3)(P0T2T4)

)

= 0,

���

�
��� P0P1P2P3P4 	��

c1 = (0) + (1) + (2) + (3) + (4),

c2 = (0)(1) + (1)(2) + (2)(3) + (3)(4) + (4)(0).
(3)

��Monge ��� c1, c2 ��	������
�������	

�� 1.1.3. ����������
��� P0P1P2P3P4 ���� A��

A2 − c1A + c2 = 0. (4)

���� ���

(P0P1P2) = (1),

(P0P3P4) = (4),

(P0P1P4) = (0),

(P0P2P3) = A − (1) − (4),

(P0P1P3) = A − (2) − (4),

(P0P2P4) = A − (1) − (3),

��Monge ����

(1)(4) + (0)
(
A − (1) − (4)

)
=

(
A − (2) − (4)

)(
A − (1) − (3)

)
.

���


A2 − c1A + c2 = 0.

3



����������
��� P0P1P2P3P4 ��� A ����

x2 − c1x + c2 = 0 (5)

��������������	�������
�������

������
��� P0P1P2P3P4 	�� A′ ���� P ′
0P

′
1P

′
2P

′
3P

′
4 �����

�� P0P2P4P1P3 ��� A′′ �	��� P0P
′
3P1P

′
4P2P

′
0P3P

′
1P4P

′
2 �������

A′′ = (P0P
′
3P

′
2) + (P1P

′
4P

′
3) + (P2P

′
0P

′
4) + (P3P

′
1P

′
0) + (P4P

′
2P

′
1) + A′.

P0

P1

P2 P3

P4

P ′
0

P ′
1

P ′
2P ′

3

P ′
4

O

�� 1.1.4. ��� x2 − c1x + c2 = 0 ���� A � A − (A′ + A′′)���

���� ���� P ′
0P

′
1P

′
2P

′
3P

′
4 ������� O�� (OPiPj) = tij, 0 ≤ i, j ≤ 4�

	��

A = t01 + t12 + t23 + t34 + t40,

A′ + A′′ = t02 + t24 + t41 + t13 + t30,

�

(i) = ti−1 i + ti i+1 − ti−1 i+1, 0 ≤ i ≤ 4.

	���������


c1 =
4∑

i=0

(i) = 2A − (A′ + A′′).

���������� A ���������	�������������

��� A − (A′ + A′′)�
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1.2 ��������
�������

�� (3) �� (4) ������
���	�������� a1, a2, a3, a4, a5 �

�	�
����
����� A ���������������������

��� (a1, a2, a3, a4, a5, A)�
���������

f(x1, x2, x3, x4, x5, x) = x2−(x1+x2+x3+x4+x5)x+(x1x2+x2x3+x3x4+x4x5+x5x1) = 0

��������������
�����������������
�

���� (a1, a2, a3, a4, a5, A) ������������������	���

(a1, a2, a3, a4, a5, A) ����������������������������

�����	��	���� 1.1.3 ��� 1.1.4 �
��
������

�� 1.2.1. ���� A �
��� P0P1P2P3P4 	������ C1, C2 �

C1 =
4∑

i=0

(PiPi+1Pi+2Pi+3),

C2 =
4∑

i=0

(PiPi+1Pi+2Pi+3)(Pi+1Pi+2Pi+3Pi+4),

� (A, C1, C2) �������

���� 	���

(PiPi+1Pi+2Pi+3) = A − (Pi+3Pi+4Pi), 0 ≤ i ≤ 4,

�� (3)��

C1 = 5A − c1,

C2 = 5A2 − 2c1A + c2.

������ 1.1.3��

A2 − C1A + C2 = A2 − (5A − c1)A + (5A2 − 2c1A + c2) = 0.

���
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�� 1.2.2. ��� A �
��� P0P1P2P3P4 	�(A′ + A′′, c1, c2) �������

���� 	�� 1.1.4 �

c1 = 2A − (A′ + A′′),

c2 = A
(
A − (A′ + A′′)

)
.

��

(A′ + A′′)2 − c2
1 + 4c2 = (A′ + A′′)2 − (

2A − (A′ + A′′)
)2

+ 4A
(
A − (A′ + A′′)

)
= 0,

���

	��������	����
�������������������

��������������������������
���	������

��
��������������	��

����	

�� 1.2.3. ���� ABC ���� a���� AB, BC, CA ���� F, D, E��

� AD, BE, CF ��
������ ABE ���� b���� BCF ���� c�

��� CAD ���� d�� (a, b, c, d) �������

A

B CD

E

F

���� �

AF : FB = 1 : s, BD : DC = 1 : t.

��������

CE : EA = st : 1,

��
b

a
=

1

1 + st
,
c

a
=

s

1 + s
,
d

a
=

t

1 + t
.
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�

s =
c

c − a
, t =

d

d − a

������������

a3 − (b + c + d)a2 + (bc + cd + db)a − 2bcd = 0,

���

�� 1.2.4. �������� a ��� ABCD 
���������� a1, a2, a3 �

���������� (a, a1, a2, a3) �������

A

B C

DM

N

a1 a2

a3

���� � MD = s, NB = t��

a1(a − a1) = a1(a2 + a3 + st) = a1a2 + a1a3 + a2a3,

���

����������������������������������

�������������������	����	�������
����

����������������
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2 ������������������

2.1 �����������

���������������
�����	

�� 2.1.1. � C1, C2, . . . , Cn 
����������� f(x1, x2, . . . , xn, y) ��

x1, x2, . . . , xn, y ������������ ti ∈ Ci, i = 1, 2, . . . , n����

f(t1, t2, . . . , tn, y) = 0

��������� f(x1, x2, . . . , xn, y)  ������

	������� 2.1.1 
������	���������	��
���

	�����������������������	������	��
�

������

�� 2.1.2. �!���� P, Q ������� a����� (PQR) = a �� R �

����

�� La
P,Q �����	�������� La

P,Q ���	�

��

�� 2.1.3. � a1, a2, a3, a4, a5 �
�������������� (a1, a2, a3, a4, a5) �

�������

���� ���� a1 < a2 < a3 < a5 ����� a1, a2, a3, a5�

�����
���� a1 ���� P0P1P2 �
� P1P2 ��� La2
P1,P2
�� P3 �

La2
P1,P2

��� ∠P0P1P2 + ∠P3P2P1 > π �����
� P2P3 �"

 La3
P2,P3
�



� P0P1 #�� La5
P0,P1
��� a5 > a1 = (P0P1P2)��� La5

P0,P1
�����

�

P0P1 �	���� P2 

� P0P1 �	���� P1, P2 �� La5
P0,P1

��
�

P1 P2

P0

P3

La5
P0,P1

La2
P1,P2
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� La5
P1,P0

, La3
P2,P3

�$�� P4�P4 

� P1P2 �	�� h��� P4 �
�

P1P0 �#��P4 �
� P2P3 �"����� P3 � La2
P1,P2

��"����� La5
P1,P0

�

La3
P2,P3

���!��� h ������������� P0P1P2P3P4 ���
��

�����
������� P0P3P4 ������
��� (P0P3P4) �����

����

������ f(x1, x2, x3, x4, x5)������������� (a1, a2, a3, a4, a5)�

f(a1, a2, a3, a4, a5) ����������
���� a1 < a2 < a3 < a5 ���

x4 ������� f(a1, a2, a3, x4, a5) = 0 ����������� 2.1.1��

f(x1, x2, x3, x4, x5) ������

2.2 �����

�� 2.2.1. � 0 < t1, t2, t3 ≤ 1
4
�������
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1

x1+1
× 1

x2+1
= t1

x2

x2+1
× 1

x3+1
= t2

x3

x3+1
× 1

x1+1
= t3

(6)

����� x1, x2, x3�

���� �����

(t3 − t1t3)x
2 + (t1 + t2 + t3 − 2t1t3 − 1)x − t1t3 + t1 = 0. (7)

� 0 < t1, t2, t3 ≤ 1
4

����

D = (t1 + t2 + t3 − 2t1t3 − 1)2 − 4t3(1 − t1)(−t1t3 + t1)

= (t1 + t2 + t3 − 1)2 − 4t1t2t3 ≥ 0,

����� (7) �����

	��������������

−t1 + t2 + t3 − 2t1t3 − 1

t3(1 − t1)
,

�� 0 < t1, t2, t3 ≤ 1
4
������ 1������ (7) ����� 1

2
����� x1�

�

x2 =
x1

t1(x1 + 1)
− 1.
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�� x1 > 1
2

> 1
3
��� x1

x1+1
> 1

4
�� 0 < t1 ≤ 1

4
� x2 = x1

t1(x1+1)
− 1 > 0�

�
�	��

x3 =
x2

t2(x2 + 1)
− 1.

� (1 − t1 − t2)x1 > 1
2
× 1

2
= 1

4
≥ t2 � (1 − t1)x1 + t1 > t2x1���� x2 ����

x2

x2 + 1
=

(1 − t1)x1 + t1
x1

> t2,

�� x3 = x2

t2(x2+1)
− 1 > 0�

���	�%����

x3

x3 + 1
× 1

x1 + 1
= t3,

�� x1, x2, x3 ��������� (6)�

�� x2, x3 �����

x3

x3 + 1
× 1

x1 + 1
=

(1 − t2)x2 − t2
x2

× 1

x1 + 1
=

(1 − t1 − t2)x1 − t1
(1 − t1)x

2
1 + (1 − 2t1)x1 − t1

.

�� x1 ������

(t3 − t1t3)x
2 + (t1 + t2 + t3 − 2t1t3 − 1)x − t1t3 + t1 = 0

���������


(1 − t1 − t2)x1 − t1 = t3
(
(1 − t1)x

2
1 + (1 − 2t1)x1 − t1

)
,

�� x3

x3+1
× 1

x1+1
= t3�

�� 2.2.2. ����� a, b, c, d��������������� a ���� ABC�

� AB, BC, CA ��� F, D, E��� (AFE) = b, (FBD) = c, (EDC) = d���	

�� (a, b, c, d) �����

A

B D C

E

F

b

c d
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�� 2.2.3. � a, b, c, d ������ a ≥ 4max{b, c, d}�� (a, b, c, d) �����

���� 
����� a ���� ABC��

t1 =
b

a
, t2 =

c

a
, t3 =

d

a
,

� 0 < t1, t2, t3 ≤ 1/4���� 2.2.1 �������
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1

x1+1
× 1

x2+1
= t1

x2

x2+1
× 1

x3+1
= t2

x3

x3+1
× 1

x1+1
= t3

������ x1, x2, x3�

� AB ���� F��� AF : FB = 1 : x1�� BC ���� D���

BD : DC = 1 : x2�� CA ���� E��� CE : EA = 1 : x3���

(FBD)

(ABC)
=

x1

x1 + 1
× 1

x2 + 1
= t1 =

b

a
,

� (FBD) = b��� (AFE) = c, (EDC) = d�� (a, b, c, d) �����

�� 2.2.4. ��� (a, b, c, d) ���������

���� ����� f(x1, x2, x3, x4) �������� (a, b, c, d)�f(a, b, c, d) ��

����� 2.2.3 ������ a, b, c, d �� a ≥ 4max{b, c, d} ��(a, b, c, d) ���

����������� b, c, d�f(x1, b, c, d) �������

��� 2.1.1�� f(x1, x2, x3, x4) ������
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3 ����������

3.1 &���������

���������	������
�����������������

������
&��������������������
�������

��
��������������
&���������������

� x �������
��&�� P0P1P2P3P4P5��	 P0 = (0, 0), P1 =

(1, 0), P2 = (1, 1), P3 = (0, 1 + x), P4 = (− 1
x
, 1 + x), P5 = (− 1

x
, 1)���������

���
� 1
2
�
&����� x

2
+ 1

2x
+ 2����� 2.1.1�����������

���

P0 P1

P2

P3P4

P5

��
&��
������&�������������	

�� 3.1.1. ����
&���&�����������
&��������

�����������

P0 P1

P2

P3P4

P5

���� 	��	����&�� P0P1P2P3P4P5 ��

P0P1 = P2P3 = P4P5,

P5P0 = P1P2,

�

∠P4P5P0 = ∠P5P0P1 = ∠P0P1P2 = ∠P1P2P3 =
2π

3
,
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�&�� P0P1P2P3P4P5 �������
������
&���

�� P0P1 = P4P5�∠P4P5P0 = ∠P5P0P1������ P4P5P0P1 ������

�� P4, P5, P0, P1 ��
���� P5, P0, P1, P2 ��� P0, P1, P2, P3 ���
��

&�� P0P1P2P3P4P5 ����&���

	��������� P2P3 � P4P5 ��$�� P0P1P2P3P4P5 ��
&���

	 ∠P5P0P1 = ∠P0P1P2 = 2π
3
� P4P5P0P1 ������� ∠P4P1P2 = π

3
�

�� P1P4 !� P2P3�� P2P3 � P4P5 ��$�� P0P1P2P3P4P5 �
&����

P1P4 !� P2P3 ���� P1P2P3P4 ��������

P0P1 = P2P3 = P4P5,

P5P0 = P1P2 = P3P4,

�&��������&�������
���

� x ��������

P0P1 = x, P1P2 =
1

x
,

����������
√

3
4
�� P0P3 � P1P4 �$�� P ������ P0P1P ��

��������� P0P1P �����
√

3
4

x2���
&�� P0P1P2P3P4P5 ���

���
���
&���������������� 2.1.1 ���������

��

3.2 ����������

����	�����
�����������������������

n ≥ 6 �
 n ��
�����������������

�� 3.2.1. � n ��� 3 �������� a1 > a2 > · · · > an−2 � n − 2 ���

a1, a2, . . . , an−2������
 n �� P0P1 . . . Pn−1 ����
�

(Pi−1PiPi+1) = ai, i = 1, . . . , n − 2,

∠Pn−1P0P1 + ∠Pn−2Pn−1P0 < π.
(8)

���� 
����������� 2n ���� A0, A1, . . . , A2n−1 �� (A0A1A2) =

a1�� P0 = A0, P1 = A1, P2 = A2�� a1 > a2��
� La2
P1,P2

�� � P2A3 $�

13



������� P3����� a2 > a3 > · · · > an−2 ������ � PiAi+1 ��

Pi+1��� (Pi−1PiPi+1) = ai, i = 3, 4, . . . , n − 2�

����� P0P1 . . . Pn−1 ��
��� A0A1 . . . An−1 ��
���� P0, P1, . . . ,

Pn−1 �	�'���� ∠Pn−1P0P1 + ∠Pn−2Pn−1P0 < π�

�
 n �� P0P1 . . . Pn−1 �����

�� 3.2.2. � n ��� 5 ����� a1, a2, . . . , an ���
 n ��� n ����

����� (a1, a2, . . . , an) ��������

���� ���� a1 > a2 > · · · > an−3 > an > an−1 � n−1 ��� a1, a2, . . . , an−3,

an−1, an���� 3.2.1 ����
 n − 2 �� P0P1 . . . Pn−3 ��

(Pi−1PiPi+1) = ai, i = 1, . . . , n − 4,

∠Pn−3P0P1 + ∠Pn−4Pn−3P0 < π.

�� n �� 5��� P0, P1, . . . , Pn−3 !������� P0, P1, Pn−4, Pn−3��

����
 P0 
� Pn−3Pn−4 !��
� P0T�� Pn−1 �
� Lan
P0,P1

���
�

P0T � P0Pn−3 ������

T

P0

P1

Pn−3

Pn−4

Pn−1

Lan
P0,P1



� P0Pn−1 ��� L
an−1

P0,Pn−1
��� (P0P1Pn−1) = an > an−1��� P1 



� P0Pn−1 �	���� L
an−1

P0,Pn−1
����

� P0Pn−1 �	���� P0, P1 ��

L
an−1

P0,Pn−1
��
�

� Pn−3Pn−4 "�� L

an−3

Pn−3,Pn−4
�� an−4 > an−3 � P0P1 . . . Pn−3

�
����� P1, Pn−3 �� L
an−3

Pn−3,Pn−4
��
�

� Pn−2 � L
an−1

P0,Pn−1
� L

an−3

Pn−3,Pn−4
�$�� h � Pn−2 

� P0Pn−3 �	���

� Pn−2 �
� P0Pn−1 �#��Pn−2 �
� Pn−4Pn−3 �"����� Pn−1 ���

������ L
an−1

P0,Pn−1
� L

an−3

Pn−3,Pn−4
���!��� h ������������
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n �� P0P1 . . . Pn−2Pn−1 ���
 n ������
������ Pn−3Pn−2Pn−1 �

�����
��� (Pn−3Pn−2Pn−1) ���������

���� 2.1.1�� (a1, a2, . . . , an) ��������

� � � �
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