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同分母真分數加減運算的教學建議 

李源順 

台北市立教育大學數學資訊教育學系暨研究所教授 

壹、 前言 

近年來我國的教育改革變動快速。2000 年教育部公佈的九年一貫數學學習

領域暫行綱要，編輯委員站在國民教育為大眾教育的立場，強調應該讓 80%的學

生能夠學會，能力較好的學生則可以補充額外的教材；加上制度的變革，使得數

學學習領域的上課時數比以前少（參見表一），因此數學課程比八二年版及六四

年版慢了一點。此舉讓一些關心國家競爭力的學者感到憂心。學者的分析發現，

暫行綱要的課程比美國加州課程慢了一至兩年的時間，加上學者對坊間所謂建構

式教學的疑慮，使得數學學習領域課程綱要修訂的編輯委員大幅異動。至 2003

年教育部公佈九年一貫數學學習領域課程綱要，其內容與暫行綱要的內容差異可

謂相當大。依據研究者的比對，課程綱要的內容比課程暫行綱要的內容多了許

多，且有些內容的教學時程又提前一至兩年的時程，例如有關分數除法的教學課

程暫行綱要放在七年級教，課程綱要則放在六年級教，兩者相差了一年。兩者之

所以有如此的差距，是課程綱要的編輯委員考慮到國際競爭力的問題，因此把數

學教材的難度提升 到前五、六成學童學習為主(民生報，2003)，其他的學生則

建議利用補救教學幫助學生學習。 

 

表一：九年一貫與八二年版數學學習領域每週學習節數一覽表  

年級 一 二 三 四 五 六 七 八 九 

九年

一貫 

2~3 2~3 2.5~3.75 2.5~3.75 2.7~4.05 2.7~4.05 2.8~4.2 2.8~4.2 3~4.5

彈性

節數 

2~4 2~4 3~6 3~6 3~6 3~6 4~6 4~6 5~7 

八二

年 

3 3 4 4 6 6 3 4 2+(2)
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國科會為了因應此一課程改革，認為應有實徵的研究來支持國家課程的訂

定，因此推動各數學單元的詮釋計劃。希望開發各單元的教學素材、教學活動、

以及評量建議，做為課程改革的實徵資料與建議依據。 

本研究在整個詮釋計劃的帶領下，負責分數四則運算單元的詮釋研究。本

文則是有關同分母真分數加減法的相關研究成果。 

本研究分析國內外相關教育與評量文獻(NAGB, 2002; 教育部, 2000，2003; 

陳竹村、林淑君和陳俊瑜，2001; 謝堅、蔣治邦和吳淑娟, 2002; Lesh, 1987)，

發現同分母真分數加減法的教學素材與評量，應著重情境結構、語意結構、運算

結構等數學內容，強調概念性知識、程序性知識與解題性知識等數學能力的培

養，以及推理、連結、溝通等數學威力的培養。因此，我們設計了相關的評量活

動，了解學生的概念之後，提出相關的教學活動建議。 

貳、 教學素材 

本研究探求可以做為研究理念的文獻，發現美國 National Assessment of 

Educational Progress [NAEP](NAGB, 2002)從 1996 年起到 2000 年、2003 年的

數學教育成就評量，就提出數學內容(Content Strands)、  數學能力

(Mathematical Abilities)、數學威力(Mathematical Power)三個向度的評量架

構(參見圖一)。雖然它是一個評量的架構，但也適合做為教學的架構，因此，我

們以此架構為基礎，做為探究同分母真分數四則運算的教學實驗理念架構。 

 

圖一  美國 NAEP 的數學評量架構圖 

一、 數學威力 

現今數學教育的理念是要培養學生的數學威力(Mathematical Power)，因
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此，美國 NAEP(NAGB, 2002)在 1996 年之後的評量架構增列了此一向度。此一向

度的內涵，在我國九年一貫數學領域課程暫行綱要和課程綱要(教育部，2000，

2003)中也可以看到。 

美國 NAEP(NAGB, 2002)認為數學威力是學生有全面性的能力能結合和使用

數學知識去進行探究、臆測、邏輯推理、解決非例行性的問題；能進行數學的溝

通；以及能在數學脈絡之內，或其他的學科脈絡進行連結。因此，NAEP(NAGB, 2002)

認為數學威力是由推理(Reasoning)、連結(Connections)和溝通(Communication)

三個因子組成。 

依據 National Council of Teachers of Mathematics[NCTM](2000)的學校

數學原則與標準（Principals and Standards for School Mathematics）： 

 推理是指學生能認知數學的基本內容，學生能進行探究與數學臆測，學生能

發展對數學論證的評價，學生能選擇使用不同的推理和證明方法。 

 連結是指學生能理解並進行數學概念間的連結，學生能了解數學概念是環環

相扣的體系，學生能在數學外的領域辨認和使用數學。 

 溝通是指學生能透過溝通強化數學思維，學生能和同學、老師及他人溝通他

們的數學思維，學生能分析和評估他人的數學思維和策略，學生能使用數學

語言表達他的數學概念。 

我們認為培養學生的推理、連結和溝通能力不是短暫時間內可以達成的，

它需要持久的進行。同時，最好也能在班級的數學教學過程中持續進行，而不是

只在正規的數學內容教學之外進行。因此，我們將探求一種可以在數學課室中培

養學生數學威力的教學脈絡。 

二、 數學能力 

美國 NAEP(NAGB, 2002)認為數學能力可以看成學生在特定的數學知識內展

現他的數學能力。數學能力指的是概念性了解(Conceptual Understanding)、程

序性知識(Procedural Knowledge)和解題(Problem Solving)三個因子。我國大

學入學考試中心(林福來，1994)在進行學生試題分析時也採用此一數學能力做為

分析的向度。 

依據 NAEP(NAGB, 2002)的詮釋： 

 概念性知識的了解是指學生能辨識以及利用模型、圖形、或符號等不同方式
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來表達出某一數學概念，或是舉出此概念的相關例子或是反例作為說明；此

外，他應能知道一些數學原理（如加法原理、乘法原理）並將原理間做相互

連結、比較、以及整合應用。 

 程序性知識是指學生能在計算的過程中，選擇適當的程序並正確解題；同

時，能用模式或符號來檢驗所使用的程序是否正確。 

 解題性知識是指學生能從資料中逐漸辨識並形成問題；他能瞭解這些資料的

充分性與一致性，並能運用相關知識、推理能力，以及採取適合的策略，來

找出答案；同時，更能去驗證這些答案的合理性與正確性，並將之推廣。 

我們同樣認為學生的數學能力的培養不是短暫時間內可以達成，它需要持

久的進行。同時，最好也能在班級的數學教學過程中持續進行，而不是只在正規

的數學內容教學之外進行。因此，我們，將探求一種可以在數學課室中培養學生

數學能力的教學脈絡。 

三、 數學內容 

美國 NAEP(NAGB, 2002)所強調的數學威力與數學能力都和數學內容知識息

息相關。因為數學內容知識涵蓋數感、性質與運算，測量，幾何與空間，資料分

析、統計與機率，以及代數與函數等範疇，本研究無法全部顧及，只能聚焦在數

感、性質與運算範疇中的同分母真分數的加減法的內容知識方面。 

本研究為了對同分母真分數的加減運算做適切的詮釋，除了找尋文獻中相

關的研究之外，也探究相關的書籍和學者的觀點，了解應如何進行教學，以便提

出詮釋的證據。 

(一) 概念性了解 

在同分母真分數加減法的概念性知識方面，本研究認為應該連結學生的舊

經驗 -- 分數概念，讓學生了解同分母真分數加減法的概念性了解是運用分數概

念來進行溝通。此時才能夠培養學生類化分數加減法概念為其它概念的學習，培

養學生了解如何利用既有概念進行學習新概念的數學推理，連結既有概念與新概

念，以及利用既有概念溝通新概念的數學威力；同時，培養學生概念性了解的數

學能力。 

1. 教學時程 

在分數概念的內容知識方面，課程暫行綱要(教育部，2000)的第一階段(一
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到三年級)能力指標 N-1-7 說明「在等分好、整體 1 能明顯出現之具體生活情境

中(包含連續量、離散量)，能以真分數(分母在 20 以內)描述內容物為單一個物

的幾份，並能延伸真分數的意義，進行同分母真分數的合成、分解活動(和<1)。」

課程綱要(教育部，2003)的三年級能力指標 3-n-09 則說明「能在具體情境中，

初步認識分數，並解決同分母分數的比較與加減問題。」我們發現兩者對於教學

時程的看法一致。 

2. 情境結構 

從學者們(Behr, Harel, Post. & Lesh, 1992；教育部，2000，2003; 謝

堅、蔣治邦和吳淑娟, 2002)的分析，分數概念的教學的情境結構可以分成一維

連續量、二維連續量、離散量等情境。 

 一維連續量指像一一條繩子、緞帶、彩帶等在還沒分割前是一個整體的一

維物件。 

 二維續量指像蛋糕、披薩等在還沒分割前是一個整體的二維物件（一般我

們在畫圖時，都把蛋糕等用二維平面的圓形或方形替代）。 

 離散量指像一盒雞蛋有十顆等一開始即以離散的個物存在的物件。 

依據研究者的詮釋，連續量情境是學生學習分數概念的合理情境(一般分數

概念都會先從二維連續量入手，一維連續量又可以連結到數線概念)，離散量則

是讓學生連結整數除法與分數概念（即分數表示整數相除的意涵）的合理情境。

因此，這些情境結構，在同分母真分數加減法概念的佈題上，我們認為有其重要

性，應延續採用。 

3. 表徵 

表徵是將不同事物以不同種類符號來代表的歷程，就認知心理學的訊息處

理角度來看，是指訊息處理的過程中，將訊息編碼轉譯成另一種形式，以便處理

的歷程（張春興，1989）。學者（Bruner,1966；Lesh, Post,＆Behr,1987；

Kaput,1987; Dufour-Janvier, Bednarz, & Belanger, 1987; Greeno, 1987; 蔣

治邦，1994）曾從不同的角度，對表徵加以區分。本研究認為表徵的應用應該著

重在概念性的溝通上，因此採用 Lesh（1987）的表徵分類：實物情境、具體操

作物、圖形、口語、符號。如下圖 
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圖二 Lesh（1987）的表徵分類 

Lesh（1987）的表徵分類可以讓學生經由實物情境、具體操作物、圖像等

具體情境與人溝通分數加減法的概念性知識，再慢慢抽象化為口語、書寫符號等

表徵。我國課程暫行綱要的編輯學者們(教育部，2000)認為分數概念的學習，實

物情境與具體物操作適合低年級學生，當學生進入高年級以後已可以經由圖像表

徵進行學習。 

從學者們(教育部，2000，2003; 謝堅、蔣治邦和吳淑娟, 2002)的分析發

現，在上述內容物與情境結構之上，對分數概念的口語、書寫符號等表徵可以區

分為三種，以 4
3
盒蛋糕為例： 

 可以從續連量的部份／全體(或離散量的子集合／集合)的觀點說成「把一盒

蛋糕平分成 4 份，其中的 3 份」 

 可以從單位分數計數的觀點說成「3個 4
1
盒蛋糕」 

 也可以從強調單位量的觀點說成「一盒蛋糕的 4
3
」。 

至於圖像表徵方面，可以使用 、 、 等方式來

表徵。 
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(二) 解題性知識 

本研究從文獻中探求分數加減法問題解題性知識的相關研究，發現這方面

的研究不多。黃俊惟(2002)利用網路做為學生對分數加減法問題的擬題與解題進

行探究。王瑞慶(2002)利用紙筆評量對國小六年級學童在分數加減法問題的解題

行為進行探究，他將問題分為同分母和異分母等六類。周柏達(1998)曾問卷調查

六年級學生在分數概念、計算、例行性文字題和非例行性問題的學習表現。 

有學者(Fuson, 1992；謝堅、蔣治邦和林淑君，2002）從對整數加法的文

字題進行有系統的語意結構和運算結構進行分類，但對分數加減法文字題的語意

結構進行分類就沒有看到。 

1. 語意結構 

學者（Fuson, 1992；謝堅、蔣治邦和林淑君，2002）將整數加減法文字題

的語意分類為四種基本的型態： 

 合併型（Combine）：兩量同時併存於語意之中。例如，小明有 7顆糖果，小

華有 8顆糖果，請問兩人合起來共有幾顆糖果？ 

 改變型（Change）：已有一量，再加入（或拿走）一量的語意問題。例如，

小明王有 5顆糖果，小華給了他 3顆糖果後，小明現在有幾顆糖果？ 

 比較型（Compare）：兩量比較的語意問題。例如，小華有 3 顆糖果，小明比

小華多 6顆糖果，請問小明有幾顆糖果？ 

 平衡型（Equalze）：已有甲量，乙量再加入或拿走一量後，甲乙兩量相等的

語意問題。例如，小明有 7 顆糖果，小華有 8 顆糖果，小明再多幾顆糖果就

和小華一樣多了？ 

Morales, Shute, Pelligrino(1985)針對三年級與五、六年級在不同的整

數加減題型研究中發現，最簡單的是改變型問題，最難的是比較型問題。 

語意結構的區分也影響著我國教育，如在 82 年版（謝堅、蔣治邦和林淑君，

2002）以及課程綱要(教育部，2003)的整數教材中，都將整數文字題的語意結構

區分成改變型、合併型、比較型、與平衡型等四類問題。但有學者(陳竹村、林

淑君和陳俊瑜, 2001)的見解認為學生先前「在整數加減問題的經驗累積，使得

學生已將這些問題（併加型、追加型、加法標準算式填充題等等）歸納為加法問

題，故在分數加法問題中已不須要再分為併加型、追加型等(p32)」。 

本研究認為整數加減法的語意結構也應該做為學習同分母真分數加減法，
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甚至小數加減法的解題性知識的分類結構。同時，站在學科內連結的角度，我們

認為學習應該有它的發展性與延續性。因此除了從分數概念的內容物的特性區分

之外，也應該從語意結構做為區分，讓在低年級時未能充份了解比較型問題與平

衡型問題的學生能在較高的年級有機會再一次學習。讓學生了解同分母加減法問

題的題型和他先前所學的整數語意結構相同，而進行整數加減法與分數、加減法

解題之間連結，讓學生可以利用舊經驗來進行問題的溝通與推理。 

2. 運算結構 

再者，學者們(教育部, 2003)發現「85 年後出版的教科書上出現的“算式

填充題＂一詞，算式填充題是一種較高階的計算練習，可以讓學生在解題時，對

數與運算性質有更深入的理解，這是在國小引介算式填充題主要目的。同時，在

解題時，把問題恰當表述成正確的算式填充題（或未知數算式），對國小學生並

不是容易的課題」。算式填充題可以區分為被加(減)數未知、加(減)數未知以及

和(差)數未知三種情形。也有學者(教育部, 2003)將上述“數＂的名稱改為

“量＂的稱呼，並分類如下： 

 改變型問題分為起始量未知(即，加(減)數未知)、改變量未知(即，加(減)

數未知)以及結果量未知(即，和(差)數未知) 

 合併型問題分為部份量未知(即，加(減)數未知、加(減)數未知)和總量未知

(即，和(差)數未知) 

 比較型和平衡型問題分為基準量未知(即，加(減)數未知)、比較量未知(即，

加(減)數未知)以及差異量未知(即，和(差)數未知) 

等三種情形。本研究用老師比較容易記的“數＂的名稱（事實上用“量＂

的稱呼比較貼切），稱為加減法的運算結構。 

此外，我們從現今的教育理念得知學生應具有解答多餘資訊問題的能力，

因此我們建議可以時放入一兩題相關問題，以了解學生的解題能力。 

(三) 程序性知識 

程序性知識的教學與評量也是重要的一環。我國九年一貫數學領域的編輯

委員(教育部，2003)認為數學運算或計算並不只是機械式計算操作而已。所謂能

熟練數學的運算或計算，係指在能夠理解數學概念或演算規則的情況下，所進行

的純熟操作。這種透過理解並能將觀念與計算結合的能力，才是演算能力。某類
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型數學問題演算的純熟，常能同時促使新舊數學觀念的連結與落實。演算亦是學

童獲得新數學經驗的方法，新的經驗將會再形成學生下一階段新主題學習所需的

具體經驗。 

參、 學童概念 

在評量學童的同分母真分數加運算概念時，一般考慮到的評量架構可以分

為兩個維度。數學能力和數學知識(NAGB, 2002)。數學能力(NAGB, 2002)分為概

念性知識、程序性知識和解題性知識。數學知識(陳竹村、林淑君和陳俊瑜，2001; 

謝堅、蔣治邦和吳淑娟, 2002)則是同分母真分數的加法和減法問題；它的變因

如上面的素材分析，可以區分為分數的情境結構 – 一維和二維續量、離散量，

加減運算的語意結構 – 合併、改變、比較、平衡型，算式填充題的運算結構 – 

未知數在被加（減）數、加（減）數、和（差），以及表徵(Lesh, Post,＆Behr,1987) –

實物情境、具體操作物、圖形、口語、符號。（在紙筆評量時我們只能使用圖形

表徵和符號表徵兩種）。 

我們對同分母真分數的加減運算和相關概念進行文獻探討(教育部，2000，

2003; Cramer & Henry，2002；龐嘉芬，2001；Herman, Ilucova, Kremsova, Pribyl 

Ruppeldtova, Simpson, Stehlikova, Sulista，2004；林碧珍，2000；呂玉琴，

1991a, 1991b, 1993；黃俊惟，2002；王瑞慶，2002；周柏達，1998；Fuson, 1992；

楊壬孝，1987, 1988, 1989; Lukhele, Murray & Olivier, 1999；)之後，認為

三年級國小學童進行同分母真分數加減概念探究可以使用上述的評量架構做為

教學活動設計和評量的架構。因為利用上述變因可以設計的題目太多，同時學生

在一堂課的時間內不可能把所有題目做完，因此某些變因可以做為評量之用。但

是將試題分成兩份試卷，仍未能測完所有變因。兩份問卷的施測樣本是立意取樣

的對台北市、台北縣和台中縣某國小隨機取樣兩班學生進行施測，問卷一的學生

有 200 名，問卷二有 190 名。由於學童在兩份問卷上相同應用問題上的答對率在

t-test上都沒有顯著差異，因此我們將它們合在一起進行分析。 

一、 程序性知識 – 計算題 

在程序性知識的計算上面，我們出了四題
=+

6
2

6
3

，
=−

10
3

10
7

，
=−

99
37

99
73

，

 10



台灣數學教師電子期刊 2005, 第三期 

=+
50
28

50
17

。其中試卷一的加法問題在前，減法問題在後，試卷二的次序如上。

結果發現加法問題答對率 65%，減法問題的答對率 52%，兩者相差 10%以上，在

統計上有顯著差異。經由答案分析發現，對於減法問題有 22％以上的學童用加

法的方式計算（包括加法算對與算錯）。顯示學童沒有留意是加法問題或是減法

問題。 

此外，從數字大小來看學生的答對率發現沒有顯著差異。這表示學童在分

數加減法的計算上，數字大小對他們沒有太大的區別。 

在學童的迷思概念方面，加法問題主要出現在分母加分母與分子加分子的

概念性迷思中約 20%。少部份學生只取分子相加，例如，
=+

6
2

6
3

2+3=5；或看成

小數相加，例如，
=+

6
2

6
3

6.3+6.2=6.5；或將所有數字相加，例如，

=+
6
2

6
3

3+6+3+6=17，等因沒有運用正確分數概念而產生的迷思（概念性迷思）。

減法問題主要出現在上面所談的將減法問題看成加法問題(包含加法計算錯

誤)。少部份學生使用分子減分子，分母減分母，例如，
0
4

10
3

10
7

=− ；分子相減

時大數減小數，例如，
99
44

99
37

99
73

=− ；分子相減，但分母相加，例如，
20
4

10
3

10
7

=− ；

只 取 分 子 相 減 ， 例 如 ，
=−

10
3

10
7

7-3=4 ； 看 成 小 數 相 減 ， 例 如 ，

=−
10
3

10
7

10.7-10.3=0.4，等概念性迷思。 

至於學生加減法小心算錯的程序性迷思佔少部份。 

學童會有「分母加分母與分子加分子」的迷思，可能的原因是沒有考慮問

題情境和分數的意義而將整數加減的概念過度一般化，以及考慮分數的意義但過

份強調幾份中的幾份（沒有考慮全體量 – 一個）而受了圖形表徵(例如，畫兩

個圓各塗 2份和 3份)的影響所致。 
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學童會有只取分子相加減的原因可能是老師過份強調部份量或者老師所

“口述＂的單位量（一個蛋糕）相對時間久遠而被學生遺漏掉所導致，例如，3

塊加 2 塊等於 5 塊。因此，建議老師應強調「一個蛋糕平分成 6 塊，6 塊中的 2

塊加上 6 塊中的 3 塊，就是一個蛋糕平分成 6 塊中的 5 塊」，同時運用圖形表徵

讓學童理解。 

二、 程序性知識 – 文字題 

對學童的學習而言，加法的併加型和添加型問題，以及減法的拿走型和併

減型問題是一種基本的合成、分解題型，最容易被學童憶取與老師進行教學所列

舉，因此，我們把它看成是程序性知識的文字題。 

試卷 概念 圖

形

內容

物 

具體

抽象 

維度 數字 答對率

無 有 連續 一維 小 57.5%1-09 
爸爸拿一條彩帶綁兩個禮盒，他把這條彩帶平分成 4段，用

4
2
條彩

帶綁圓形禮盒，用
4
1
條彩帶綁方形禮盒，請問爸爸用去多少條彩

帶？ 

併加型，和數未知:2/4+1/4=( ) 

有 有 連續 一維 小 65.8%2-09  

爸爸拿一條彩帶綁兩個禮盒，他把這條彩帶平分成 4段，用 4
2
條彩

帶綁圓形禮盒，用 4
1
條彩帶綁方形禮盒，請問爸爸用去多少條彩

帶？ 

併加型，和數未知:2/4+1/4=( ) 

無 有 離散  大 56.0%1-16 
爸爸買了一箱橘子，這一箱橘子有 100 個，爸爸先送

100
32

箱給伯伯，

後來又送
100
24

箱給伯伯，請問爸爸送給伯伯多少箱橘子？ 

添加型，和數未

知:32/100+24/100=( ) 

2-14 無 無 離散  大 63.2%
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爸爸買了一箱橘子，爸爸先送100 箱給伯伯，後來又送

32
100 箱給伯

伯，請問爸爸送給伯伯多少箱橘子？ 

24 添加型，和數未

知:32/100+24/100=( ) 

無 無 連續 二維 小 63% 10 
店裏有一些年糕，賣了

5
3
盒年糕以後，還剩下

5
1
盒年糕，請問，店

裏原來有多少盒年糕？ 

拿走型，被減數未知：( )-3/5=1/5

 

從上面五題，我們發現學童的答對率在 56%-66%之間，答對率不盡理想，顯

示三年級學童對同分母真分數的加減問題，仍有待加強。此外，在語意結構方面，

添加型、併加型和拿走型的答對率沒有顯著差異；在情境結構方面，一維連續量、

二維連續量和離散量的答對率沒有顯著差異；第 1-16, 2-14 題看，內容物為單

一個物和沒有內容物對答對率沒有影響。再從第 1-19, 2-19 題看，有沒有圖形

表徵對答對率沒有影響；第 1-09, 1-16 題看，數字大小對答對率沒有影響。 

在學生的迷思概念方面，發現犯了加法問題使用減法，或者減法問題使用

加法的解性迷思學生佔 6%以內，顯示學生最大的錯誤仍然在分數加減法的概念

性迷思。 

三、 解題性知識 – 文字題 

由於學童比較少接觸比較型和平衡型的問題，因此，我們把它介定為解題

性知識的文字題。 

試卷 概念 圖

形

內容

物 

具體

抽象 

維度 數字 答對率

有 有 離散  小 62.5%1-13 爸爸買了一盒蘋果送給爺爺吃，這一盒蘋果有 6個，昨

天爺爺吃了
6
2
盒，今天爺爺吃了

6
1
盒，請問爺爺今天

比昨天少吃了多少盒蘋果？ 

比較型，多吃，差數未

知:2/6-1/6=( ) 

無 有 離散  小 66.3%2-13 爸爸買了一盒富士蘋果送給爺爺吃，這一盒蘋果有 6個，昨天爺爺

吃了
6
2
盒，今天爺爺吃了

6
1
盒，請問爺爺昨天比今天多吃了多少盒

蘋果？ 

比較型，少吃，差數未

知:2/6-1/6=( ) 

1-12 無 無 離散  小 57.5%
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小華的鉛筆盒裡只有鉛筆和原子筆，鉛筆盒裡有
12
5

打鉛筆，有
12
3

打

原子筆，小華的鉛筆盒裏鉛筆比原子筆多多少打？  

比較型，多多少，差數未知: 

5/12-3/12=( ) 

無 無 離散  小 54.2%2-12 
小華的鉛筆盒裡只有鉛筆和原子筆，鉛筆盒裡有

12
5

打鉛筆，有
12
3

打

原子筆，小華的鉛筆盒裏原子筆比鉛筆少多少打？ 

比較型，少多少，差數未知: 

5/12-3/12=( ) 

有 無 連續 二維 小 61.0%1-11 
班上慶生會，小明吃了

8
2
個蛋糕，小華比小明多吃了

8
1

個蛋糕，請問小華吃了多少蛋糕？ 

比較型，多吃，被減數未知: 

( )-2/8=1/8 

無 無 連續 二維 小 36.8%2-11 

班上慶生會，小明吃了 8
2
個蛋糕，小明比小華少吃了 8

1
個蛋糕，請

問小華吃了多少蛋糕？ 

比較型，少吃，被減數未知: 

( )-2/8=1/8 

無 無 連續 一維 大 26.0%1-14 
爸爸拿一條塑膠繩綁圓形和方形的禮盒，他用

96
45

條塑膠繩綁圓形

禮盒，綁圓形禮盒的塑膠繩比綁方形禮盒的塑膠繩長
96
18

條，請問爸

爸用多少條塑膠繩綁方形禮盒？  

比較型，比長，減數未知: 

45/96-( )=18/96 

無 有 連續 一維 大 41.1%2-16 
爸爸拿一條 96 公分長的塑膠繩綁圓形和方形的禮盒，他用

96
45

條塑

膠繩綁圓形禮盒，綁方形禮盒的塑膠繩比綁圓形禮盒的塑膠繩短
96
18

條，請問爸爸用多少條塑膠繩綁方形禮盒？ 

比較型，比短，減數未知: 

45/96-( )=18/96 

無 無 離散  大 50% 15 
有一袋花片，紅色花片有

79
48

袋，黃色花片再多
79
13

袋就和紅色花片

一樣多。請問黃色花片有幾袋？ 

平衡型，再多，被加數未知：

( )+13/79=48/79 

 

從上面九題，我們發現比較型，差數未知的問題，不管是比多或比少的問

題(1-12, 1-13, 2-12, 2-13)，答對率在 54%-66%之間。其中僅有 2-12 和 2-13

的答對率有顯著差異；兩者都是比少用減的問題，且 2-12 和 2-13 各有 16%和 8%

的學童犯了使用加法的解題性迷思。 

對被減數未知的比較型問題，比較量未知(又稱少吃用加型)的問題(2-11)

和基準量未知（又稱多吃用加型）的問題(1-11)，答對率分別是 37%和 61%，有

顯著的差異，且分別有 39%和 9%的學童犯了使用減法的解題性迷思，顯示少吃用

加型的問題對學童而言仍有相當的困難。 
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對減數未知的比較型問題，比較量未知(比長用減型)的問題(1-14)比基準

量未知(比短用減型)的問題(2-16)的答對率分別是 26%和 41%，有顯著差異，且

分別有 46%和 27%的學童犯了使用加法的解題性迷思，顯示比長用減型的問題對

學童而言仍有相當的困難。 

至於被加數未知的平衡型問題(15)學童的答對率為 50%，介於少吃用加型的

問題(2-11)和多吃用加型的問題(1-11)之間。 

研究發現，三年級學童的同分母真分數加減問題的解題性知識方面，在比

長用減(1-14)和比少用加(1-11)的問題答對率偏低，只有 37%-26%，仍有待加強。 

四、 概念性知識 – 文字或畫圖題 

為了探究學童是否了解同分母真分數的加減法的概念性知識，我們設計了

四個問題，期望學童能利用文字或畫圖的方式表達他們的了解。 

 

概念性 題 概念 

畫圖 文字

程序性 只寫算式

或答案 

算錯或

空白 

17 
一條綠色積木和六個白色積木一樣長。

6
2
條綠色積木和

6
3
條綠

色積木合起來是多少條綠色積木？請用圖形或文字說明你是怎

麼知道的？ 

25.3% 1.5% 4.4% 25.4% 43.3%

18 
家裡有

5
3
瓶牛奶，小英喝了一些牛奶以後剩下

5
1
瓶，請問小英

喝了多少瓶牛奶？請用圖形或文字說明你是怎麼知道的？ 

15.2% 1.2% 1.8% 29.7% 52.0%

19 
請你用圖形或文字說明

4
1

4
2
+ 的結果。 30.1% 0.7% 4.6% 20.1% 44.4%

20 
請你用圖形或文字說明

50
12

50
38

− 的結果。 8.8% 1.1% 8.8% 27.7% 53.6%

 

從 17-20 題的答題情發情形發現，只有 31%-10%的學童能夠用畫圖或者文字

表達的方式回答他們對同分母真分數加減法文字題的概念性了解。大部份的學童

(69%-82%)不是只給答案就是算錯。從概念性回答的學童中發現，大部份的學童

較能使用圖形表徵的方式回答問題，同時對數字小的問題回答的情形比數字大的

問題來得好。 

 15



台灣數學教師電子期刊 2005, 第三期 

肆、 教學活動建議 

從上面三年級學童對同分母真分數加減法的答題情形和文獻探討，我們研

擬了一份同分母真分數加減法的教學活動建議。 

一、 相關概念結構 

整數的加減問題是學童第一個學會的合成、分解問題，同分母真分數的加

減問題則是第二個合成、分解問題。學童必須跳脫以前兩個整數相加、減的框架，

重新從分數的概念檢視同分母真分數的加、減問題，如此才了解為何分母相同

時，分子相加的概念性知識，而免於誤入分母相加(減)和分子相加(減)的過度一

般化的迷思。 

從數學威力的觀點，學童的學習要連結既有的知識、經驗出發學習，此時

學生便可以知道如何在課堂之中進行推理與溝通概念。因此，分數加、減法的問

題概念學習應該承襲分數概念的情境結構和整數加減法概念的情境結構、四則運

算的運算結構、以及概念學習的表徵結構。唯有如此學生才能學會概念性知識、

程序性知識和解題性知識的數學能力。 

在分數的基本概念方面可分為三，以
8
3
為例：部份／全體（或子集合／集

合） -- 即一個物體平分成八等分，其中的三份；單位分數的計數 – 即 3個
8
1
，

以及一個物體的相對比率概念 – 即一個物體的
8
3
。其中前兩個概念可以做為同

分母真分數加減法的概念性詮釋。 

在承襲整數加、減法的語意結構方面，可以分為合併型(或稱併加、併減)、

改變型(或稱添加、拿走)、比較型、和平衡型（及它們的變型）。 

在四則運算的運算結構方面可以分為被加(減)數未知、加(減)數未知、以

及和(差)數未知。 

在概念學習的表徵結構方面，Lesh, Post, & Behr(1987)把它區分為具體

物表徵、教具表徵、圖形表徵、口語表徵、符號表徵。 

二、 教學建議 

從學童的測驗結果和教學素材分析，我們對於同分母真分數加減的教學有
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如下的建議： 

(一) 整合分數概念和整數加減概念進行教學 

由於分數加、減法的概念學習承襲分數概念和整數加減概念而來，因此老

師教學時若承襲將兩個概念整合進行教學，此時學童的學習脈絡會很清晰，他可

以運用以前所學會的概念來學習新的知識，他的學習效果理應更佳。 

再者假如有學童無法理解分數問題為何要使用加法或使用減法時，老師可

以先連結以前整數加、減問題，一方面提醒學童它是先前概念的擴展，一方面檢

驗學童的先前概念是否鞏固。若學童的先前整數加減的概念不是很穩固，因為他

的年齡已稍長，理應更容易理解整數加減的概念，因此可藉此時機補救其先前概

念，進而學習新概念問題。 

假如學童不知道如何解釋分數加減的結果的概念，老師可以連結分數的概

念，讓學童了解在詮釋加減結果的概念時，是運用他已學會的相關概念，也就是

分數概念，加以解釋即可。當學童理解每個新概念的詮釋都有此脈絡可循時，學

童的學習效能會增加許多。 

(二) 留意概念一般化的時機 

測驗結果顯示，有些學童會過度一般化整數加減而出現「分母加(減)分母，

分子加(減)分子」的情形，因此老師進行教學時一開始應強調分數加減法概念的

理解，同時給與更豐富的生活實例，直到老師有意圖的檢驗程度較差的學童都能

使用分數概念來解釋分數加減的結果。否則學童的分數概念無法和分數加法概念

相結合，很快就會退回到先前所學的概念，而產生運用整數概念來解決新的問題

的迷思概念。 

在同分母真分數加減法概念的一般化，我們認為理論上應有兩種途徑：(1). 

運用許多連續量、連散量等情境讓學生了解，它都可以同一種同分母真分數的加

減法算式表示；(2). 給與許多單位分數的內容物為一個個物、多個個物、甚至

非整數個個物的情形，都可以同一種同分母真分數的加減法算式表示。但是第二

種情形涉及等值分數或者學生更難以了解的概念，因此，我們建議老師至少要運

用第一種情形讓學生能充分一般化。 
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(三) 強調表徵間的連結 

依據 Lesh, Post, & Behr(1987)的表徵結構，老師在教學時，應強調實物

表徵、具體操作物表徵、圖形表徵、口語表徵、符號表徵之間的連結，因為學童

在學習同分母真分數的加減法題時，已是三年級了，此時學童已漸漸脫離需要實

物與具體操作物的時期，因此老師在教學時可以同時加強圖形表徵、口語表徵、

符號表徵之間的連結。同時也應讓學童了解，當老師在評量時，可以運用他在課

堂上所熟悉的圖形表徵或者把口語表徵文字化來說明他所了解的概念，才不會出

現上述大部份學生只寫算式，不知道如何表達他的概念性知識。 

(四) 留意學童是否正確接收到教師所用的話語 

測驗結果顯示，雖然有些學童可以使用分數概念來學習分數加減法，但由

於他所接收到的訊息和老師所傳達的有差距而出現迷思概念。以
=+

6
2

6
3

為例，

雖然老師在教學時會強調「一個蛋糕被等份成六份，六塊(份)中的三塊(份)是

6
3
」，但是學童可能只接收到「六塊(份)中的三塊(份)」，因此當出現兩個圓形圖

時，學童就會想成是 12 塊(份)中的 5塊(份)；或者老師在解釋時，雖然說：「一

個蛋糕被平分成六塊，兩塊加三塊變成五塊」，但學童只接收到「兩塊加三塊變

成五塊」，因此結果變成 3+2=5。當然也有學童不小心的連結到小數概念，而將

分數轉換成小數來計算。 

諸如此類的問題，我們建議老師在教學時，應該特別留意自己的話語學童

是否正確接收到，以避免學童的迷思概念。我們建議老師在教學時也要適度的強

調
6
3
個蛋糕的意思是對一個蛋糕而言，或者也可以用另外一句話說「它是一個蛋

糕的
6
3
」。當然有些老師會認為後者的用語對三年級學童而言太過抽象。我們認

同這一點，但是假如我們只是把它想成另一種用語，或者利用「
2
1
個蛋糕」是「一

個蛋糕的一半」，也就是「一個蛋糕的
2
1
」並將它推廣，或者學童就不是覺得太

過抽象了。 
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(五) 加減問題混在一起教學 

測驗結果顯示有 22%的學童在做減法問題時把它當做加法來做。為了避免有

些學童看到加法問題，便以為往後的問題都是加法問題的迷思，或者加、減符號

仍然不很清楚的學童有進一步澄清符號的意義，我們建議老師在進行教學時，不

必一定要全部教完加法問題之後，再教減法問題，而應加減法的問題混合一起

教，甚至先教減法問題也無妨。畢竟學童對於整數的加、減語意結構的概念已學

習過，且加、減的概念是互逆的概念，此時不需有先後之分。 

三、 教學示例 

我們建議老師在教學時，可以從復習舊概念、學習新概念、最後再進行課

程的總結。 

(一) 複習舊概念 

老師進行同分母真分數的教學前，建議先複習分數概念，讓學生清楚的了

解兩種分數的概念性說明方式。 

 

佈題一：今天是小明生日，爸爸買了一個蛋糕，小明全家共吃了八分之三個蛋糕，

請問八分之三個蛋糕可應該怎麼寫？又可以怎麼說小明吃了多少？（二維續量） 

 

本問題主要的目的希望學生能將口語表徵「八分之三」轉換成符號表徵

「
8
3
」。再者，也希望學童能在全班溝通討論的過程中，清楚的知道「八分之三

個蛋糕」說法有三種，「一個蛋糕平分成八份其中的三份」，「三個
8
1
」，以及「一

個蛋糕的
8
3
」。同時，不管老師是否使用實物表徵或具體操作物表徵，老師後都

應該讓學生利用圖形表徵畫出來，讓學生能將分數概念與圖形表徵做連結。 

由於本問題只是檢驗學生的分數概念，因此不需要在否等分的“實作＂上

打轉。所以學生在回答分數概念時，特別留意學生是否說出平分，必要時可以利

用明顯不平分的圖示，製造學生的認知衝突。至於是否讓學生實作八等分切割，

並無所謂，只要在切割不是明顯不平分即可，同時，老師也強調學童雖然沒有畫

得很平分，但我們可以將其看成平分。 
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(二) 學習新概念 

學生在進行新概念的學習時，老師的佈題應考量情境結構、語意結構、運

算結構的變化，使學生在豐富的學習環境中成長。限於篇幅，本研究只提出幾個

重要的佈題供老師參考，老師在實際教學情境中，可以適時依據上述教學素材進

行變化，例如，變化為離散量的情境等問題。 

 

佈題二：萍萍班上要佈置教室，她買了兩條一樣長的紅色和黃色緞帶，班

上用了
10
1
條紅色緞帶和

10
3
條黃色緞帶佈置公佈欄，請問班上共用了多少條緞

帶？你是怎麼知道的？(和未知的一維連續量的合併型加法問題) 

 

本題故意使用兩條一樣長的緞帶，目的在引起對單位量（一條）不是很清

楚的學生的認知衝突。假如老師認為一開始便這樣佈題，對學生而言太難，老師

可以在此題之前先佈一個二維連續量改變型的加法問題（例如，爸爸買了一個蛋

糕回家，萍萍早上吃了
10
3
個蛋糕，下午又吃了

10
1
個蛋糕，請問萍萍共吃了多少

個蛋糕？你是怎麼知道的？）。之後再進行此題的教學。 

我們認為培養學生的解題能力非常重要，所以建議老師可以先利用個別實

作、小組討論、或者全班溝通討論的方式進行教學。個別實作的方式是希望學生

能獨自思考，想到可以運用先前所學的概念 – 分數概念 – 進行解題。小組合

作學習則希望學生在小組討論的過程中，討論出答案為何，又要如何解釋這個結

果，同時也希望程度好的學生能從概念性的解釋方面教導低成就的學童。全班溝

通討論則希望老師有意圖的要求特定程度的學生回答，以合理臆測有多少學生能

自行解題。 

由於我國的社會環境，使得有些學生會先於老師教學之前就在安親班學到

同分母真分數的加減法問題，然後太早就使用「分母相同，分子相加減」的口訣

來回應老師。在此，我們建議老師應檢驗這些學生是否知道如何使用概念性的知

識來回答問題。 

無論如何，我們希望在討論的過程中能針對有迷思概念（
20
4

10
3

10
1

=+ 或者

其他迷思）的學生細膩的進行認知衝突，增強他的學習效果。當然要能讓這位學
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生充份了解其迷思之處，以及正確的觀念為何，這樣才不會讓他產生學習的挫

折，反而讓他感受到需要學習的內在動機。因此，老師應該把不同做法呈現在黑

板上，然後讓有迷思概念的學生先解釋，再和其他正確回答的同學的答案對比或

者回答，製造結果不同的認知衝突，然後在各自辯解的過程中澄清概念。了解清

楚的了解他是忽略了單位量 – 一條 – 所造成的結果。假如學生一直堅持他的

迷思概念，此時老師可以反問學生「
10
3
條」可以怎麼說？（連結所復習的舊概

念），讓他了解是一條的
10
3
，而

20
4

則不一條的
20
4

。 

老師在教過程中，也應讓學生了解「
10
4

10
3

10
1

=+ 」的解釋方式，其實就是

利用分數概念來解釋的，也就是說，我們可以這樣回答「
10
1
條就是把一條緞帶

平分成十份其中的一份，
10
3
條就是把一條緞帶平分成十份的三份，合起來是一

條緞帶被平分成十份的四份，所以是
10
4
條」，也可以回答「

10
3
條就是 3 個

10
1
，

所以
10
3

10
1
+ 就是 1個

10
1
加 3個

10
1
，就是 4個

10
1
，或者利用分數唱數

10
1
到

10
4
」。 

當然在進行教學時，老師也別忘了連結到圖形表徵，也就是畫出下圖（最

好是由學生自己畫出以診斷學生的迷思），故意讓有迷思概念的學生犯錯，製造

認知衝突。在全班溝通討論的過程中，老師應留意往往是概念正確的學生回答最

大聲，把有犯錯的聲音給掩蓋著了。因此，老師若發現沒有人說答案是
20
4

條，

可以在學生回答
10
4
條後，再提問有沒有不同答案的，然後等個一分鐘，並眼觀

四方。我們相信老師會有驚奇的發現。 

          +           

 

佈題三：一箱橘子有 65 顆，爸爸買了一箱，總共送出
65
54

箱的橘子給隔壁的伯伯

家和阿姨家，其中送給伯伯家
65
26

箱，問送給阿姨家幾箱橘子？（加數未知的離
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散量合併型減法問題） 

 

因為利用運算結構、情境結構、語意結構所進行的佈題變化有許多種，我

們不必每一種都佈題，可以留一些做為學生的學習成效評量之用。因此，老師可

以視學生的學習情形，考慮否在佈題三之前再佈一些較為簡單的問題。 

學生在解答佈題三的時候，是否要求學生先列算式，我們沒有太多的意見。

因為即使學生列完算式充題之後，他的解題策略也應回到生活情境，了解將全部

送出去的橘子扣掉送給伯伯家的橘子之後，就是送給阿姨家的橘子（因為這樣可

以訓練學生的抽象思考能力）。 

我們之所以運用較大的數字主要是因為，我們覺得較大的數字應該不會影

響學生對題意的了解。即使較大數字影響學生對題意的了解，老師應明白的讓學

生了解他可以把數字換成較小的分數，甚至是換成整數（也就是連結先備知識）

來了解題意，然後可以了解如何解題。 

我們之所以運用較大的數字的另一個原因是要讓學童了解當數字較大時，

並不需要運用圖形表徵來進行解題，否則會畫得很累。此時，他便需要運用兩種

分數概念(65 份中的 54 份，54 個
65
1
)來說明。 

另外，我們也可以趁機了解學生在整數進退位問題是否出現困難。 

 

佈題四：小明有
12
5
打鉛筆，小明比小華多

12
1
打鉛筆，問小華有幾打鉛筆？（減

數未知的離散量減法問題） 

由於三年級學生應該可以了解比較型的問題，因此我們建議老師教學時應

佈一些這樣的問題讓學生了解。當然，假如老師擔心有關比較型問題的佈題，一

開始就佈這樣的問題，對學生而言太難，同時教學時間又允許的話，可以先佈一

題差數未知的比較型問題（例如，小明有
12
5
打鉛筆，小華有

12
1
打鉛筆，問小明

比小華多幾打鉛筆？）。 

對於此時，老師可以視教學的目的讓學生個別實作練習，了解大約有多少

學生還無法了解比較型的問題。對於這些學生，老師應讓學生了解，他應該連結

先備知識，也就是把問題簡化為整數，然後利用整數來了解題意。假如老師發現
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有些學生仍然無法了解簡化成整數問題的比較型問題，此時，老師應該利用圖形

表徵讓學生了解題意。 

當然，對於此數較小的比較型問題，老師也可以運用圖形表徵讓學生感覺

更具體。 

假如有同學問道，小華的鉛筆怎麼是小明的鉛筆（
12
5
打）去減掉小明比小

華多的鉛筆（
12
1
打），此時老師應讓利用一對一對比的圖形表徵，讓學生了解它

已經做了減法語意的推廣，也就是小華的鉛筆是和小明的鉛筆（
12
5
打）減掉（

12
1

打）鉛筆以後的鉛筆一樣多。 

     小明 

 

     小明比小華多的鉛筆 

            

     小華             

 

(三) 新概念的總結 

佈題五：一條綠色積木和六個白色積木一樣長。
6
2
條綠色積木和

6
3
條綠色積木合

起來是多少條綠色積木？請用圖形或文字說明你是怎麼知道的？ 

 

在總結同分母真分數加減法的問題的同時，應該出一些檢驗學生是否了解

概念性知識的問題，之後再讓學生察覺同分母真分數加減的口訣，並進行抽象的

數字計算問題。因此，我們應佈一些類似佈題四的問題，讓學生個別實作，讓了

解他只是把他知道的想法利用先前所學的圖形表徵，或者口語寫成文字而已。我

們的研究告訴我們，學生很不喜歡在評量上寫太多的文字，因此，老師應該認同

學生使用圖形表徵來表達它對同分母真分數加減法的了解。 

另一方面，國際上的評量也會出一些類似要學生用文字表達他對概念的了

解的問題，因此，我們也應讓學生了解他也應該有能力把他所知道的概念用文字

表達出來。當然這樣的問題在一次的評量過程中，不應出得太多。 
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伍、 結語 

假如老師們在教學之前，對教學素材進行類似本文的分析，然後在教學過

程之中，在關鍵的地方讓學生發表他的想法、進行解題。我們相信在這樣的教學

脈絡下，一定可以培養學生的溝通、推理、連結等數學威力、一定可以培養學生

的概念性知識、程序性知識和解題性知識的數學能力。我們也相信在這個脈絡

下，學生的學習是有發性的。 

有關本文所提的教學建議，我們將在適當時機進行教學實驗。其實驗成果，

他日再行發表。 

 

誌謝：本文是國科會專題研究計劃編號：92-2522-S-133-002-的部份結果。

感謝在本研究中所提及的所有參與教師以及學童們分享他們的學習經驗，有了他

們的參與使本研究得以順利完成。文中論點為作者所有，不代表國科會。 
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