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Wen.-Dar llUJøng 

Led. B(D) deno七e the family of all bounded a.na. lytic 訊m﹒:主

。七ions defined on a bounded open connèc七ed se七(domain) D in 

值1e complex p1ane C. The mainresu1七S 0 f thi.s :pa.per are: 

(1) Evezγfunc七ion in B(D) can be continous~e討ended 七。

七he maxù閣.1 idea1 s }:Qce M of B(D). 值len B(D) can be viewed 
f、

as a unifQrm a1gebra B(D) on M. 
(2) I.J. Shark's results3 on uni t disk are ax七ended to D. 

^ ^ Especia1~. For.each f巴B(D) and the fibre m,2 of m at À ED • 

f(ml) is the clus七er set of f at À.cl(f; ,n,where f EB(D). 

(3)In terms of weak* and bounded weak* 七。'po1ogy on B(D) . 

. 但他 cpEm. cp: B(的 C is weak* co的inuous if and'only ifonce 

f.. uniformly boun丘ed þointwise conve地es 七o f. 值lenψ(fn)

。onverges tocp(f). 

(4) Discuss 七he loca:tion of 品的iI那泣起hEñ. h個omorphism ( 

defined as weak* con七inuous in BCD)) inm. 

摘要

設D為被數平面 c 的有界面域， B ( D )表示所有定義在D上的有界解析函

數的全體，本文的主要結果有:

(1) B ( D )中的每個函數均可連續延拓到B ( D )的最大理想空間m 上，因

而 B (D )可視為定義在m 上的均勻代數 B (D )。

(2) 工. J. Sb.ark 在單位區I朧的結果可推廣到一般的面域D ，尤其，任給 f

巴 B ( D )及m 在入ED點的纖維東E嗎" f 細心恰為 f在丸點的密聚集址 (fi~

〉其中 fEB(D)

(3)剖析 B (D )上的弱，及有界弱，拓樸，得證接值同態ψ:B(D)C

為弱，連續領頭條件為當 fn 均勻有界逐點收飲到 f時，但有少( fn )收斂到

少(f) 。

(4)把 B(D) 上弱‘連續復值同態定義為聽優同態，討論殊優同態在m 中分

佈的情形。
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當m(D) 賦予 B(D) *的上限模拓饒時，事實上，它恰為距離 ρ 所定出的拓揍，

Hoffman ((6) , pl03 )指出 G leason Iií[恰為 m(D) 在這種拓模下的最大連過

區， Hoffman ((6) 'p77 ，引理 2.1 )也證明了當D為讀數平面 C 的遍遍

關集時，整個D包含在同斗國 Gleason 區中，事實上，翁們有

性質 4.4 若 m). 之殊儼同態存在'的表示rn). 中的殊優岡態， ~!l IP). 和D

位於同一Gleason~中。

證明:僅需蠶VzED ， ρ(抖，的 )<1 ，即 sup{ If( z)IIfEB(D) , "f~~I ， 

的(j) =O}<l 即可，假設不成立，則存有 {fn} CB(D) 滿足 nfJ~1

的 (fn) = 0 且當n →∞時fn(的→ 1 。因{fn} 為一正規旗，存在

{fnt}ι {fn} 在D的每一個緊蠍子集上均勻收飲到f' 因此 Ilfll ~ 1 , 

fEB(D) 且f(z) = 1 。

按照最大值康理，知f== 1 ，叉由於 {fnl< }均勻有界逐點放斂到f'

故 1=的(1)立的 (f) =fP). (lim fn l< ) = lim 少 ).(fnl< ) 

k→∞ k→∞ 

lim 0 = 0 ，海至矛盾。因此ρ〈帆，叫 )<1 ，說明了 D和伊 A位於
k→∞ 

( 3/6 ) 

九

岡一個 G1 eason liOC中。
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ψEm(D) , tlU ~為弱*連額若且唯至于ψ 為有界弱-連鶴。性質3.7

殊優同態

定義 4.1 ψEm(D) 且當ψ為弱*連續時，在是們稱少為一個殊優閱態。

由前節的討論我們知下列各繞件彼此等價， (i) 少為殊優同態， (ii) 少為

弱*連菌 (iii)少為有界屬串連蟬， (iv) 任給 {fn} CB(D) 均勻有界逐點收

斂到f' 則 ψ(fn) 收鑽到伊〈刀。

性質 4.2 任給 zED ，少 z 為殊優悶態。

種明:設 {fn} CB(D) 均勻有界逐點收斂到f' 則 {fn} 在D的每一個緊皺子

集上均勻收斂到f "由於 {z}為一緊緻集，故fn(z) 收斂到f(的，亦

@O ~2(fn) 收斂到科〈刀，因此科為一聽優同態。
底下我們引用 GameHnC (訓 'P 225 ，定理 10.8 )的結果:任給

fEB(D) , .1 EòD ，則存在 {fn} cB(D) ，可解析延拓到 A 且均勻有界逐點

收斂到f 。討論在每個纖維東 m1中聽優同態存在的情形。
性質 4.3 在每個纖維東m 1中至多有一個孫優同態 o

鐘開:當 ÀED時 ， m J. ={ψ汁，由性質 4-2 知結論為真，故僅需討論ÀEòD

的情形。設會及ψ 均為m 1 中的殊儷悶態，任給fE B(D) ，如果f可解

析延拓到 .1 1時，由性質 2.7 知會(f)=fO)= ψ(f) 。對於一般情形，

存在 {fn} CB(D) 可解析延拓到 A 且均勻有界逐點收斂到f' 因此

可(1)=曹( lim fn) = lim WCI n ) = 1Imf" (.1) :=: lim 少(fn)
n-女泊 n一提到o n一-KX> ~。

=ψ( 1im fn) = ψ (f) 
n一呵沁

第四節
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故ψ= 暫。

若m J. 中的殊優同憊，我們用的來表之。最後我們看看殊優同態位於何種Gle­

ason 區?

設 m 1 , m ， 為 m(D) 中任意兩點，其準雙曲距離 ρ(ml ， m l ) 定義為

ρ〈叭 ， m.) = s叫 If(m a )llfE軾的， iifllu ， jkm1)=0}" 
由於 lp〈mz 〉 !=ims 〈f〉 lζ 11m 2 11 IIfll = IIfll '故知ρ (m 1 ， m2)心。
Browder C (幻， p 129 ，定理 2.6.3 )會證明 ρ (m 1 ,m. )<1 為一等價關
係，因此翁們可定義經由m 1 點的 Gleason 區 P(m 1 ) 為

P (m 1 ) = {m 2 E m( D) Iρ (m 1 , m2 ) < 1 } 

八
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11 (it~) 11 • o ，僅需證明 3N> 0 ，當 n 法 N時

Iffndμ~ 1 <ε k=1 ， 2'3......即可。
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KmCK::'+ l , Km 緊緻噪，由於 μk

得使

L

…
的

∞U
E
峙

=
度
D

測

令
則
正為

|戶叫 (D-Km) >一一，其中M為 {fn} 之均勻上界，
2 此f

叉由 {fn} 在Km 上均勻收斂到 o ，所以存有N> 0 ，使得當

n~N時， Ilfn 11ζε 故
21 戶~ 1 (Km) 

Iffndμ J: 1ζflfnldl ，uJ: 1 

。。= f Ifn I d 1μ J: 1 + _~ f Ifn 1 d 1μtl 
km ‘:.: 1 km+ , - k~+'-1 

ε 

~ _"1 __ .''''7 "\. Iμ叫 (Km)+M 1/l1:1 (D-Km) 
21μ 1: I(Km) 

<一+一=ε
2 2 

因此可得 {fn} 有界弱*收斂到f 。

我們說 FCB(D) 在有界弱*拓模下為序列閉集若且唯若，任給 {fn} CF 

有界弱*收斂到f但有fEF 。顯然閉集必為序列閉集，反之由於 Ll (dσ〉為可
J. 

析Banach 空間，因而Ll (dσ )jB(D) 亦為可析Ba"nach 空間，叉B(D) 為

L 1忱的/B(DT的對偶空間，故知

性質 3.5 B(D) 在有界弱*拓樸下，閉集和序列閉集等價。

有了閉集的概念，說們討論連續的問題。

性質 3.6 B(D) 在有界弱*拓模下，連續與序列連蘭等償。

證明:需證當 ψ為序列連續時必為連續，設 FCB(D) 為閉集，且 {fn} C~-I份

均勻有界逐點收斂到f'自U cp(fn) EF且以fn) →ψ(f) ， 故 七
ψ(f) εF ，即fEcp-1 (的，說明了 ψ-1 (F) 為閉集，故少為連續 d

利用此性質裁們知ψ:B(D) → C 是連續的充要條件為任給 {fn }c B(D凋
勻有界逐點收斂到f' 貝U cp(fn) → ψ〈力。

科用 Larsen ( (3 J J P 296 定理 10.1.2) 的結果，我們更可得到
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U(f; ε ， μ1 ， μI , ......μn)={gEB(D) I If(g-f)dμ11<ε 

i=1 , 2 , 3 , ......n} 

(旬在 Z叫中， fn →f表示 ffndμ → ffdP對於每個〔μ) ELl(dσ )jB(D) 

均成立。

但)將 B(D)鹿為 LOO ( dσ 〉的子集，繼承LOO (dσ〉的弱*拓模所得的拓模恰

為 Z甜*。

第 同樣的，在B(D) 也可定出有界弱*拓模 ZbW * ，即滿足“任給 a>O ， U與Ba

工 = {fEB(D) I Ilfll ~ a} 的交集為 Ba 的相關弱*閱集的 U作為閱集"最強的

主拓摸，顯然(( 3) 'p 291~p292) 

(1)在 0 點的基本關集形如

U(o ， ε ， { (戶n)}) = {fEBCD) I I f fdμn I <.e ,1'8= 1 , 2 • ...} 

式中 (μJε U (dσ)jB(D).L且 IICμn) 11 • o 0 

(2) Z由申 c Z bru* 

帥，且­

/、

我們說明」下， {fn} C B(D) ，在有界弱*拓模下收斂到f表示，任給 ε

>0 及 11 (Pn J 11 • o ，存在正整數N ，使得當 n 語 N時但有fn EU(f; e ， Cμn)) 

事實上，我們有

性質 3.4 設 {fn} cB(D) ，則下列是等價的:

(1) {f n} 有界弱*收斂到fo

(2) {fn} 弱*收斂到fo

(3) {f n} 均勻有界逐點收斂到fo

證明: (1)司 (2) :由於 ZCIJ*c Zbru川故 {fn} 有界弱*收斂必為弱*收斂。

(2)司臼) :設 {f~} 弱*收斂到f' 則 Ltn: L1 (dσ )/B(DT →C定讀如
L fn ((μ ))=ffndμ 為一館住泛函，因此V(μ]EV(dσ )j

B(Dt , Lfn((μ))=ffndσ → ffdμ=L， ((μ)) ，因此
V(戶) , sup { I L'n仗的 )f I 1'8 = 1 , 2 , 3 ，…...}為有界，利

用均勻有罪原則知 11 L.rnllζM 1'8 =1 ， 2 ， 3.....﹒利用性質 3.3

知 IIJn 11 三日 L fn 11 <M n叫， 2 J 2 ..... . 

另一方面，由於 ffndμ→lfdμ V(μ)EV(dσ)/B(D)J. 
令 μ= 仇得 lfn dσz → Jfd (J z IIDfn(Z) →fC鈞。故

{fn} 均勻有界遮點收斂到f

(3)司(1) :設 {fn} 均勻有界逐點收斂到f' 不妨設f= .o， 由 Vitali 定

理知 {fn} 在D的每一個緊緻子集下均勻收斂，任給 ε>0 及
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故ci(f; 1.) = {f( 1. 汀 'l!oJCmA )={f( 1.)} 。
(~)設f在mi為常數，令f(mA ) = {戶} ，而cf(f; À) =J(m1 ) = 

{ ß} ， 亦卸任給 {Zn} CD , Zn → 2 時f(Zn) → ß ' 令f(À)

=β，則f可連續延拓到1. 0 因
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第三節 8(0)上的一些拓樸
在第一節中，我們提到當B(D) 賦于模拓樓時，每個少 Em(D) 均為連讀，

本節討論賦予B(D) 較弱的拓樓時，其連續的情形，設D為有界面壩， dxdy表

示平面上的測度，以 dσ 來代替 dxdyl D ，由於B(D) CLoo (dσ) , (L 1尺(dωσ))** 
=f坎〈究O(d削σ吋) ，再引用擴延的K胎re咖i訂旭n卜-s恤虹mu州u

s為L∞的凸子集合，貝則且 s為揭*閉集的克要條件為任給 {fn } cS 均勻有界逐

點收斂到f' 目UfE S ，我們可得:
性質 3.1 B(D) 在 L∞(da) 的弱*拓樓下構成一個閉集。

證明:設 {fn} EB(D) 均勻有界逐點收斂到fE LOO (dσ) ，由於 {fn} 均勻

有界，故 {fn} 為正規脹，必存在一個子函數列fnk在D的每個緊緻子集
上均勻收斂到f' 因此fEB(D) ，表示了 B(D) 在 LOO (dσ〉的弱*拓樓
下構成一個閉集 o

LOO (da) 上賦予弱*拓樓，則 L∞ (dσ〉為一個局部凸拓輯是向量空間( (3 J 
p236 ，定理 9.1.1) ，由於Hahn-Banach定理在局部凸拓摸向量空間亦成立

( (4 J p2ß3 ...., p234 )。如果令

B(D)"'" = {μεL 1 (dσ) I Ifdμ=O ， VfEB(D)} 及
(B (的方 = {fεC。忱的 I Jfd f.l =O' VPEB(D).1.} 

我們可得

性質 3.2 B(D)::: CB(D) ) 

性質 3-3 H∞(D) 等距同構於( L- (dσ)/B(D汁) *., 00 Hoo( D) 為
L 1 C dσ)/B(D)J.的對偶空間。

五

利用性質 3.ð ， 我們可在B(D) 上定出一個弱*拓模 z 阱，即滿足“任給

〔μ)EL 1 (dσ)/B(D) ， (μ 〕輯: BCD) → C 定義如〔μ 〕料(.f) = I fd戶，
為連續"最弱的拓摸，事實上，

(1)在 Z訓中，其基本開集形如:
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故伊 =~ρ.iI 0 

利用此性質發們可得纖維束的定義。

定義 2.2 設 lED ，令m，l= { cp 年三 m(D) Iπ〈ψ)= 1 } ，稱 m，l為 B(D)

師 在 A 點的纖維束。若需強調D時，記為m À (D) 。

主 由定義易知
報 (1) À E D時 m，l= {的}。

第 (2) { m 1 12 ED }為m(D) 之一分割 p

王 GameUn ((日， p73) 曾證踢了下面二個性質:

立 性質 2.3 設 2 E ãD , U為 A 的關鄰域， f EH∞(DnU) ，則存有

四

FEH…(D) 滿足F-f可解析延拓到 2 ，且( F - f ) (2 )=00 

性質 2 • ,4 .11z:.~ (D) 間距於m .l (nnU) 

利用上面結果，說們討論任給 f EB(D) , f 在m，l的值城?

定義 2.5 f E B(D) , 2 E ãD ， 則 f 在'2 點的密聚集ci(f;2)

定羲為:

cl(f;l)={ßEC 13 znED 滿足 Zn → A 時， f(zn) • ß} 

性質 2. 6 cl( f ; 1) = f (m .l ) 

證明:設 ßE c:i (f;À) 司直{ Zn} cD滿足 Zn →A 且 f(Zn) →戶，令 1=

{ g E B(D) i g( Z,.)• O} ，則 I 為B(D)中之一理想，令M表示包含

I 的最大理想，由性質 1.6 知存有cpEm(D) ，使得M= Ber cp 0 

由於( z -1 ) 及(f - ß) 均在M中，故ψ(z-2) = 0 且 ψ (f-ß)

= 0 ，亦即 1 = cp(z) = π 〈ψ) ， cpEmA 且
/、〈

戶 =ψ(f) ='f (ψ) Er(m,l) 

男一方面，設 ß $.ci(f; 1) 司 3e>O 及 A 的關鄰域U使得對於所有﹒

的 zEDnu 但有 IfCz)-ßI 、ε>0 。故-~EH'∞(DnU)~-/V - w\' f-ß 

這表示VψEm1(DnU) ，少 (f-ß) =þ O o

利用性質 2.4 知對於每個少 Em.l均有 ψ (f-ß) 手 o ，即
^ ^ p 刁企 ψCf)=f( ψ〉 所以 P 佐 fCm1 ) , 故知ci(f; A ) =f(mJ.) 。

性質 2.7 fE B.(D) 可連續延拓到.( EãD的充要躲件為f在m.l為常數。

證明: (司〉設f在 A 點連續，任給 {Zn} cD , Zn → A 時 ， f( Zn) • f(l) , 
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( i i)反之，設M為B(D) 之一最大理想司 B(D)/M為一體，令

k: B(D) 1M→ C為一同構， π:B(D) → B(D)/M為一自然同

構，定義ψ=k 。 π ， ~oψEm(D) 且M= ker 少。

任給 fEB(D) ， f 的值譜定羲為

ec f={ÀEC 卜」-EEB(D〉}。
À-f 

定義 1- 7 

值諧與最大理想空間也有如下關係:

性質 1-8 對於任意 fEB(D) 值有 f(m(D)) :::: sp臼 f 0 

證明:設 ÀE spec f 司J一EtB(酌，因此 (À-f )B(D) 為B(D) 的理想，
).-f 

但不等於B(D) ，令 J為包含 (l-f )B(D) 的最大理想，由性質 1-6 知

存有 ψEm(D) 使得 J :::: ker 少，由於 l-fEJ

ψ(1一f)=O 司 l= ψ〈 f〉=?(?〉 ε 1'(m(D) ) 。
<

皮之， lE f(m(D)) 司 2ψ 巴m(D)使得 1 = f (ψ) =ψ(f) 因此

少 (l-f)==O表示了天fe昀) , ~p 1 E spe c f 。

=事

纖最蝶
由於 zEB(D) !因此 zEB(D) ，為了免於混滑起見，我們以 π 來代替舍，

π 有如下性質:

性質 2.1 π :m(D) →百億連額的映成函數，且 πl 金為一對一，其中
合= {9' .1 zED }。

證明:給定ψEm(D) ，令 l=π(9') =似的=斗 ψ (l-z)=O=斗

故 spec f:::: f (m(D)) 。

第二節

~ËI=B(D) 司 T土一不為有界函數司 lED。故 π(m(D)) C D 0 

.,( -z .,( -z 
^ ^ 另一方面 ， -DCm(D) 司 π(D)Cπ (m(D)) 司 DCπ(m(D))

司 DCπ (m(D)) 故 π 為映成。

最後我們證明 πl 金為一對一，任給 ÀËD ，設 ψEm(D)
滿足 π 〈 ψ) = l ， 僅需證 ψ= 的即可，對於任意 fEB(D)

ψ( f) ==ψ (f-f(l)+f(l)) = ψ( f-f(À))+f(.À)==ψ ((z-l)g)+f(l) 

=ψ(z-l)9' (g)+f(l) ==O+f(l)== f(l)= 9'l(f) 
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定義 1.3 任給 fEB(D) ，定義 f 的 Gelfand 變換全: m(D) →C 為
/、/、 A

lCψ)=ψ(f) , V ψ Em(D) ， 所有 f 的集合以 B(D) 表之 o 易知官(D)分
隔m(D)的點，利用 Gelfand 變換說們可在m(D) 上定出一個最弱的拓樣，滿足

師對於所有的 fEB(D) , l'為連續。此種拓樸我們稱為 Gelfand 拓摸，事實上它
主恰為m(D) 繼承 (H∞(D))*的弱*拓樸而得到的拓樓 ， m(D) 在Ge伽ld 拓模
報下為緊緻T2 空間 o

第 由於 B(D) 為 C (m(D)) 的子集，規定其拓模為繼承 C(m(D) ) 的上限模

工拓摸，則我們有下間的性質:
<

主 性質 1.4 B(D) 等距同構於B(D)o
<

月、證明:令 k:B(D) →B(D)﹒定義為 k〈 f 〉=?，顯然 k 為映成。

如果 k( f) = k(g) 司 1=金
司'f(伊)=金〈ψ) v4ψ Em(D) 亦即 ψ(f) =ψ(g) 

由於可o. Em(D) , V zED 0 故。o.( f) =~.(g) ， I1JOf(z)=g(z). 

Vz 巴 D均成立，因此 k 為 1 對 1 0 

叉因 11(約 1=1ψ(f) 1 逗1IS?lIlI fll=nfll λ11 令 11ζ11 f 11 

另一方面 11 fll =叫{ I f( 的 I zED} = sup {I令 (f)IIZED}
~ sup{ I 伊(f)1 1 ~Em(D)} = 11 了 11

故 11 f 11 = 11111 。

定義 1.5 設 X為緊緻T2 空間 ， C(X) 表示定義於X上的運積函掰9集合，

ACC(X) 若滿足

(l)A為一代數而且分隔 X中的點。

(2)A包含常數函數。

但)A為一閉集 o

則稱A為一個均勻代數。

利用性質 1.4 知 B(D)為一個均勻代數。底下我們考慮同態與最大理想的關係:

性質 1.6 若ψ Em(D) ， 即 kerψ= {fEB(D) I ~f)=O} 為一個最大理

想，反之，若M為 B(D) 的最大理想，則必存有一個少巴m(D) 使得M=ker

~ 0 

證明: ( i )若ψEm(D) 則 ψ:B(D) → C為一個代數同態

=持 B(D) / kerψ 同構於C

司 ker~ 為一個最大理想。
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最大理想空間
設D為使數平面C的有界連通閱集， B(D) 表示所有定義於D上的有界解析

函數的集合，任給 f ， gEB(D) ，及叢數 c ，規定

(f+g)(z)= f(z)+g(z) 

(f -g)( z) = f(z)-g(z) 

(c f) (z) = cf(z) 

員。 B(D鴻一代數;若令 f 之上限模 IIfll 為

11 f 11 =叫 I f(的 II zED} 

則 B(D)構成一個可交換具有單位元素的 Banach 代數，如果B(D) 賦予模拓

縷，我們記為J:fX'(D) 0 

定義 1-1 如果 ψ:B(D) → C 滿足

少為一個非零的線性泛函。

(2) 少具可乘性，即任給 f ， gEB(D) 有少(f -g) =ψ(f)ψ(g) 。

我們稱少為一同態。而m(D) ={ψ| 少為一同態}稱為B(D) 的最大理想空

間。

第一節

、
E
S
'

,
E 
•• 

'
，
.
‘
、

顯然，任給 ZED ，規定少. : B(D) → C 表示抖。)= f(的，則 cp. 為一

向態，叉當 Zl 乎全 Z2 時，少ZI刁企少，直，因此我們可以把D鹿為m(D) 的子集。

性質 1-2 ψEm(D) 時少為一個連續的銀性泛函滿足 ψ(1)= 1= IIcpll 。

證明: (i )因 1 巴 B(D) ，故 ψ( 1) =ψ(1-1)=ψ(1 )cp( 1)司 ψ(1) = 0成 1

若 ψ(1) =,0 ，則對於任意 fEB(D) ，少(f) =cp(f ﹒1) =ψ(f)ψ(1) 

=0 毒草至少= 0 ，因此以1)=1

(iI)任給 fEB(酌，若 I s 1>llf 11 司志也(D)

λ cp( s-f) 司在 o , 

因此 Ilcpll = 1 。可知 |ψ(f) Iζ11 f 11 ' 

叫司(1)=仰-Mtr〉

故 cp(f) 手 s , 




