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第二章  文獻探討 

 

「三角學是加了榮耀之冠的幾何學，再加上計算的苦刑」 

         ---Edna Kramer “The Nature and Growth of Modern Mathematics” 

 

    三角學起源於測量、地圖繪制和航海的需要，直到尤拉(Leonhard 

Euler,1707~1783)將之帶入函數的意義，從此三角學才具有解析的特性，並

成為物理、複數、微積分等科學的基礎，在中學教材中是很重要的一個單

元。但學習三角函數並不容易，尤其在一開始的時候，需要由圖形連繫到

數值關係、要處理比值和 sin 等相關符號及其性質，實在是充滿了困難

(Blackett&Tall,1991)。而且三角函數沒辦法直接用數值運算的代數公式來

表達，這使得學生更增加對其函數性質理解的難度(Breidenbach, Dubinsky, 

Hawks&Nichols,1992)。另一個針對高中數學教師的調查，指出教師們認為

三角函數單元本身的特性「抽象、公式符號多、不易牢記」是學生的學習

障礙(張美珠,2003)。 

 

    雖然不管是教師或學生都認為「三角函數真的很難」(學生很難學、教

材本身很難…)，有關三角函數教學的研究並不多，一些研究偏向錯誤類型

分析(黃純杏,2001;陳忠雄,2003)，提供學生會在三角函數的哪幾個內容單

元常見的錯誤類型，僅能做為教學前的參考；另一些實徵性的研究有使用

電腦輔助的(Blackett&Tall,1991;謝世傑,2006)，有將數學史引入課程的(阮錫

琦 ,2004) ， 也 有 一 些 教 師 們 分 享 了 教 學 上 的 心 得 提 供 參 考

(DiDomenico&Angelo,1992;Quinlan,2004)，但是這些研究僅限於三角函數

教學中的某一部份單元，是否能推廣到所有單元，尚待進一步研究。 
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    Kendal & Stacey在 1992比較兩種銳角三角函數引入方式，以兩組 10

年級的學生施以兩種教學：「以直角三角形邊長比值為定義 sinθ,cosθ,tanθ」

和「以單位圓上標準位置角的 x坐標和 y坐標大小定義 sinθ,cosθ,tanθ」，

想知道在初介紹銳角三角函數時，哪一種引入的方法，對於利用比值計算

技巧於「已知直角三角形一銳角及一邊長，欲求另一邊長」的問題時，學

生會表現得比較好。此研究指出：以前者引入法解題時，關鍵在要選取適

當的函數，再處理計算即可；而後者在必須先「重置」(re-orient)三角形(註

1)，再選取另一個三角形參照，接著再利用比值(註 2)；前者可能會有複雜

的計算，而後者學生可以避開，但後者所需程序較多，所以學生比較容易

出錯。 

    從這裡我們可以看出，在這個研究裡，單位圓的教學組學生必須同時

記住三個三角形，再把欲求的三角形搬動、重置，才能使用相似形比較，

這使得三角函數值為一比值的特性減弱了。而且，「重置三角形」的動作，

對 10年級學生而言，並不如想像中容易。 

 

另一些研究則關注學生的理解，例如：Weber(2005)以兩群大學生為對

象(college students)，一組施以傳統講述式教學，另一組則實施以 Gray & 

Tall(1994)的過程概念理論(procept-object theory)為基礎而設計以單位圓教

導廣義三角函數的教案。教學後，針對廣義三角函數定義裡的

sinθ,cosθ,tanθ部分，進行紙筆測驗和訪談，發現後者能使學生發展對三角

函數較深的理解，也就是說，當學生將三角函數表達式如 sin40
o
=0.645 

_______________________________________________________________ 

註 1: “「重置」(re-orient)三角形”---將題目中所給之三角形，經由平移、旋轉、鏡射後，與引

入時所用的標準位置相同。研究中發現有三分之一的學生無法達成此一步驟。 

註 2：”選取另一個三角形參照，接著再利用比值”---引入時有三個直角三角形，分別以 

(1,sin x),(1,cos x)(1,tan x)表示每一三角形中的兩個邊長，學生須依照已知邊長與欲求邊長的

關係，從三個圖中選擇一個正確的比例求解。研究中發現有二分之一的學生無法辦到此一步

驟。 



- 8 - 

視為一個”procept”(process-concept-procept)時，在憶取並運用定義在遞增

遞減性質、估計函數值大小及求出象限角之正弦值的時候，有較佳的表

現。這些結果使我們不禁要想：既然「教」與「學」扮演著學生學習上的

重要角色，我們在尋求改進之道前，似乎應該要先釐清學生是「如何學習

數學」的呢?如何形成”理解”的呢？亦即，學生數學概念的形成是怎樣的

過程呢？另一方面，「如何教數學」深深地影響著學生學習的方式，該怎

麼做才好呢? 

 

    張春興(2000)將眾多的學習理論歸納成三大類：(1)以俄國巴夫洛夫

(Pavlov,1849~1936)開始，到華生(Watson,1878~1958)創始的行為學習論

(behavioral learning theory)、(2)馬斯洛(Maslow,1908~1970)創始的人本主義

心理學的學習理論、以及(3)布魯納(Bruner,1915~)倡導的認知學習論，又分

為認知結構學習論與訊息處理學習論兩派。 

 

    把學習理論放在數學教育上，杜塞(Dossey,1992)將數學學習分為兩個

觀點： 

1.「外在數學觀」的學習通常把數學學習視為固定而靜態的數學內容來學

習。將數學看成客體來學習，學習只是一種傳遞的歷程，數學解題或

思考是數學知識的練習與應用。主要的論點為邏輯論(數學內容是傳統

數學知識體系的元素)、直觀論(數學內容是從第一原理建構出來的定

理)、與形式論(數學是由形式公理系統所組成的)。 

2.「內在數學觀」的學習把數學視為個人所建構的內在知識，可細分為三

個觀點: 

(1)數學是一種歷程(2)數學是心理結構(3)數學是實際活動。將數學知識

視為社會互動的結果，強調數學學習是在社會脈絡下獲得數學知識、

數學概念和技能的歷程。這個觀點廣受現代數學教育學者採納
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(Ernest,1996)。 

 

    關於建構個人的內在知識，就不能不先談談皮亞傑(Piaget)的發生認識

論。 

    皮亞傑從形成知識的認知結構和機制運作這兩個層面，探討主體知識

的發生與發展。他認為「成熟」、「物理經驗」、「社會傳遞」、和「平衡」

四個要件，是缺一不可的(Piaget,1961)，圖 2-1 說明了影響智慧發展過程的

因素。其中，兩種適應的過程：同化 assimilation和順化 accommodation (或

謂調適)，指的是在面對新的事物或概念時，會將之改變以適於目前之認知

結構(同化)，或改變舊有的機制適應新的對象(順化)，當兩者達到平衡時，

這個適應過程才告完成(圖 2-2, 黃榮村,1985;杜聲鋒,1991)，也就是獲取了

這個知識或概念。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-1：影響智慧發展過程的因素(廖文武,1990) 

 

將上面的觀點用在數學的學習上，基模 Schema---「個別概念或概念結

構之間的內在聯繫」這個心智結構(或稱知識網絡、概念網絡)---是主要的

適應工具。在學習時將新的概念與已有的知識和經驗很好的聯繫起來，這

是同化，當新概念使舊有的基模產生新的成分或是重組、改造，這是順化

(鄭毓信,2001)。 

圖 2-2: 同化及調適雙向運作 

的認知圓環（黃榮村，民 74） 
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在上述的過程中所說的數學概念有何特性呢？ 

 

Skemp(1989)認為數學概念是抽象的、有階級的。由感官經驗得來的

概念稱為初階概念(primary concept)，例如長方體的形像概念，由數個初階

概念再抽象之後得到的概念稱為二級概念(secondary concept)，例如由長方

體的形狀抽象出相對的面平行的概念，就是更高階的概念。田万海(1992)

認為內涵和外延是構成數學概念的兩個主要面向，概念內涵是它的本質屬

性，外延則是適合此一概念的一切對象範圍。 

 

針對數學概念，Tall&Vinner(1981)更提出概念定義 concept definition

和概念心像 concept image兩個名詞，前者指的是形式的概念定義，後者則

是個體經過時間、經驗和刺激而產生的認知結構，包含一些心智圖像

(mental pictures)及有互相連結的性質和過程。所以 concept image即是概念

在人們心理形成過程中的產物(Vinner,1983)。Vinner&Dreyfus(1989)指出：

在很多時候，學生思考時用的是概念心像而非概念定義。所以，教師在教

導數學概念定義時，應注意先幫學生建立好的概念心像。 

 

    在初學習概念時，提出適當的例子使學習者能發展適當的概念心像，

對後續的學習是非常重要的。Fichbein(1996)提出典範例 (paradigmatic 

model)就是為描述一個概念時所使用的範例，但典範例只是特例，雖可將

抽象之概念定義具體表現，卻不是此概念定義的唯一情形。Schwarz 和

Hershkowitz(1999)的研究中觀察學生對於函數的概念心像，其中一個概念

心像的特徵分為即其典型性(Prototypicality)，學生通常以憶取的典型心像

來解決問題，例如以線性函數的圖形來解決非線性的問題。 
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    關於「如何教數學」，Mayer(1992)認為需要考慮「數學」、「學生」、「教

學」這三個面向： 

1. 數學面向的考量：數學內容有何概念和方法？學數學的目的？(如：當

成日常生活所用、可使用數學語言溝通、探究數學結構或是培養數學鑑

賞)何種數學態度的養成？ 

2. 學生面向的考量：學生已經知道什麼？(如：數學概念、數學方法、錯

誤的概念、或學習困難)學生如何學習呢？(是積極主動型的、從具體到

抽象的學習方式、探究數學結構、或是不斷練習)什麼可以引起學生的

學習動機？如好奇感? 

3. 教學方法面向的考量：有何教學策略？(講解、討論、練習、操作、解

題或探索活動)有何診斷與評估策略？(診斷問題、學習遷移的評量)有何

教學資源？(教材、教具、數學遊戲、電腦、投影機) 

 

上面我們知道了數學「學」與「教」的一些理論，接下來要探討的是

怎麼知道學生學習得好呢?在評估人們學習經驗的品質時，「對學習遷移的

評量」扮演了一個重要的角色(Brabsford &Brown &Cocking,1999) 。 

什麼是學習遷移?學習遷移就是將所學過的知識與技能，應用、實踐到

新的學習情境(田万海,1992; Perkins& Gavrie,1992)。或說是「某一行為在一

新情境中被加以重覆的程度」(Detterman,1993)，也可以說是學習結果被擴

展或類化的現象(張春興，民 78)。許多專家學者都提到：想知道學生是否

真正理解、抓住觀念，最好的判斷方法是提出相關但新的問題來觀察學生

的適應力(Skemp,1987；Gagne,1985; Brabsford &Brown&Cocking,1999)。 

正因為提升學習遷移便表示提升了學習的品質，相關的研究非常的多

(Perkins& Salomon,1992; Farrell& Edwin,1988； Evans,1996) 。 Gick & 
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Holyoak(1983)發現當一個主題是在多重情境之下學會的，這個學習歷程本

身就包含了許多例子，來顯示所學的東西可以被應用的範圍有多廣，人們

就更有可能將概念的相關抽象特性提取出來，並且發展成一個有彈性的知

識表徵系統。有的研究也藉著數學學習遷移的情形來了解學生學習的深度

(蔡仲彬,2001)。 

 

另一方面，學習態度也影響了學習的品質。態度，指的是關於正面或

負面的情感反應，且具有適度的穩定性(Mcleod,1992)，例如：喜歡「代數」、

不喜歡「證明題」。態度涵蓋了三種層面(Triandis,1971)：(1)認知層面，屬

於表示情境和態度對象之間的關係的想法或命題；如「這單元好多公式」；

(2)情感層面，屬於伴隨想法的情緒或感情；如「好難、好煩」(3)行為層面，

屬於行為上的傾向或預備；如「不太想去溫習這單元」。 

    這三個成分賦予個體內在狀態的特徵 (Rosenberg&Hovland,1960)，態

度理論的差異在於哪些成分是主要的，或某一成分與另一些成分之間關係

的問題。很多理論家主張「信念上」的分歧(認知成分)形成態度的改變。 

    Mandler 更進一步指出：在預期之外的狀況發生時，認知產生衝突導

致行為中斷，會激發情緒。若從他的觀點來看學生在數學的情意發展，從

強度、持續度、穩定度來區別，而有下列層次：中斷的行為產生→(激發)

情緒→(改變)態度→(影響)信念，所以信念是認知歷程後的結果(引自

McLeod,1992)。 

    是以，學生的數學態度與信念與其數學的學習認知歷程密不可分，因

此在評估教學的成效上，數學態度常是一個重要的指標。 

 

現在讓我們回到對三角函數「教」與「學」的探討。 

施盈蘭(1994)針對一群高職學生的研究發現，學生在學習求廣義三角

函數值時，易受思維經驗中，銳角三角函數定義的概念心像影響，使得在
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利用教科書上的操作型定義求解圖解問題時，形成錯誤的程序性知識。在

這個研究中發現，學生在求廣義三角數值時，受到銳角三角函數定義的概

念心像及典範例的影響，就有可能忽略了 x,y 的性質符號，視其值為二股

之邊長，而直接操作銳角三角函數的定義。以上的現象，可以呼應

Skemp(1987)所指出基模式學習的缺點之一：已形成的基模有一種歷久不滅

的趨勢，如果遭逢舊基模不適用的時候，這種穩固性對適應力而言是一種

障礙。學生從毫無三角函數概念開始學習，先有了銳角，穩固之後再學廣

義角，自然不可避免的在同化與順化之時，受到銳角莫大的影響。 

施盈蘭並同時指出，學生在廣義三角函數的「數值範圍」(值域)、「正

負判斷」、「遞增遞減」概念易發生錯誤。在一些研究中，也指出這些都是

學生常犯的錯誤概念類型(黃純杏,2001;陳忠雄,2003;簡志明,2004)。 

 

如果這個適應的過程困難重重，我們何不試著將此過程「逆轉逆轉逆轉逆轉」---先

學廣義三角函數，再學銳角三角函數---使這個舊基模的問題得以解決？在

新順序中，銳角為廣義角中的一個特例，過渡時，困難可能會比傳統順序

減少許多，或許是可行之道，因此設計了這個教學實驗。 

 

 


