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§1 前言： 

近年來，隨著石油產量的減少，人類正在找尋可以取代石油的 

新能源，而氫氣將是很好的替代能源之一。氫氣具有相對於石油的 

低價格、可運輸性、可多次使用，使用後產生水，燃燒後不會產生有

毒物質，不會產生對環境的放射性污染，而且氫氣每單位質量產生的

能量最高（120.7 kJ/g）等特點；而且氫氣可用於氫氣／氧氣燃料電

池中以產生電力 1-3。然而，人類在自然界中沒有辦法找到可以直接

利用的氫氣，必須經過適當的催化環境，才能得到人類可以使用的氧

氣。目前氫氣的製備來源主要來自於甲醇或乙醇，其中乙醇可直接來

自於玉米、甘蔗與蕃薯等農作物，經由工業加工獲得，且乙醇並不像

甲醇對人體有毒性，乙醇具有再生性，容易運輸，容易被生物分解，

低毒性，在水存在時，容易被分解形成含有氫氣的混合物，故以乙醇

來製備氫氣是相當安全且穩定的。 

        Ceria (CeO2) 是異相催化反應 3-10與汽車排氣控制系統最重要的促

進劑之一，它也是 three-way catalysts (TWCs) 的成分之一，此催化反

應可以同時將烴類，CO與 NOx轉換成 H2O，CO2與 N2
11-13。此外，

ceria具有貯氧能力 (oxygen storage capacity; OSC)14-16，而且它可以當
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作一氧化碳 17與烴類 18的氧化反應，以及酒精 19與醛類 20分解反應

的催化劑。 

        Idriss等作者 21-29近年來發表了乙醇在各種金屬氧化物表面上 

(M/CeO2，M = Pd, Pt, Rh, Au, Pt-Pd, Au-Rh和 Pt-Rh)的研究，探討各 

種不同狀況下，可能的相關反應路徑。經由他們的實驗觀察，可以 

整理成以下幾個重點： (1) 當乙醇吸附在 Rh/CeO2，Au-Rh/CeO2和

Pt-Rh/CeO2表面上時，會有直接斷去 C-C鍵結的現象產生。 (2) 各種

不同表面M/CeO2的還原程度(ΔO)，以在當M = Rh時是最小的。 

 (3) 在 Rh/CeO2表面上，會使乙醛的吸附物變得更加不穩定，且形成

一個 oxametallacyclic的中間物，詳細的反應過程，以下列的圖來表

示。 

       

 

 

 

Scheme : Formation and structure of an oxametallacycle on Rh/CeO2 catalysts; [O] 

denotes surface oxygen and M denotes a metal or a Ce ion site. 
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(4) 在所有表面中(M/CeO2)，乙醇直接斷去 C-C鍵結的現象，以在

Rh/CeO2表面上是最為顯著的。 

        另外，Imamura等學者 30對 Rh與 CeO2之間的作用力探討，有 

深入完整的結果。他們發現當 Rh/CeO2表面鍛燒到攝氏 550度時， 

利用穿隧式電子顯微鏡(TEM)的觀察，沒有看見 Rh在 CeO2表面上 

。此外，利用 ESCA與 XRD的分析方法顯示出，Rh主要是滲透進 

入到 CeO2的內層，所以只有很少量的 Rh會在 CeO2的表面上。但 

是當鍛燒溫度升高至攝氏 950度時，Rh會呈現在 CeO2的表面上， 

雖然 Rh在表面上的量很少，但 Imamura學者認為 Rh在乙醇的分解

反應過程中也是扮演著相當動重要的角色。 

          最近這幾年來製備氫氣的方法，大部分是由碳氫化合物、甲醇 

、天然氣和內燃機的燃料等來源，利用這些燃料來源製備氫氣，會 

釋放出污染物質，且會產生導致溫室效應的氣體(CO2)31。很多年來 

，工業科技可以把含有糖類和澱粉的農作物製造成乙醇，並且已經 

廣為人們利用中 32。此外，利用 steam-reforming的技術把乙醇在特 

定環境和催化劑下製備氫氣的各種方法，已有相當多的研究人員陸 

陸續續發表出來了 33-35，很多催化劑已經被發現具有足夠的轉化能
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力，且具有相當程度的穩定度，可以實際應用並且順利地將乙醇轉 

化成氫氣 36-42。而利用理論計算研究 CeO2表面的各種性質，在目前

已經是熱門的主題之一 43-51。很多學者使用 DFT (Density Functional 

Theory) 的方法研究 CeO2在 (111)，(110)，及(100)各種不同表面的能

量以及表面鬆弛與電子結構的差異，發現穩定度的大小順序為 

(111)＞(110)＞(100)，同時經由 XPS與 LEED的實驗觀察結果 52， 

也確認了此穩定度的順序是正確的，所以 CeO2(111)表面是最穩定的

結構。 

         在本篇文章中，我們利用 DFT的理論計算方法，研究乙醇在

Rh/CeO2表面上可能的脫氫過程，我們選用最穩定的(111)結構當作 

反應發生的表面，探討乙醇脫氫後的結構及其中間物的吸附現象與 

各個反應路徑能障，藉此描繪出可能的分解反應位能曲面圖，找出最 

為可能的反應路徑。 

        此外，經由乙醇的 steam-reforming的過程中 53， 

            CH3CH2OH + 3H2O → 2CO2 + 6H2 

乙醇藉由與水分子的幫助，反應速率會加快，更容易脫氫，形成氫 

分子的產率增加。因此我們也在有水分子存在時的情形下，探討乙 
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醇脫氫反應的能障變化。 

        乙醇加水的 steam-reforming反應過程中會產生氫氣，同時也會 

產生二氧化碳，可能會對循環造成溫室效應，但相較於工業上所排 

放的大量二氧化碳，乙醇的 steam-reforming反應放出的二氧化碳算 

是相當少量的，這些少量的二氧化碳可經由植物的光合作用從空氣 

中吸入，轉化為碳水化合物，例如葡萄糖和澱粉，接著將碳水化合 

物轉化為蛋白質和脂肪。較新的樹林會轉化較多的二氧化碳，因為 

植物生長的速度較快。動物會以植物為食物，並將植物組織的有機 

物消化及轉化為動物組織。植物、動物、細菌和真菌皆會透過呼吸 

作用釋放二氧化碳。  

        經過植物光合作用與動植物的呼吸作用，乙醇 steam-reforming反

應產生的二氧化碳可以有效率地轉化成氧氣排到自然界中，如此 

的二氧化碳循環對環境是不會造成溫室效應般的傷害。二氧化碳的 

循環可以用下列式子來表示， 

            C6H12O6 + 6O2 + 6H2O →←
呼吸作用

光合作用
 12H2O + 6CO2 
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§2 計算方法： 

本實驗是使用 Vienna Ab-initio Simulation Package (VASP)54-56計

算軟體，用來運算的電腦為 HP-Itanium 2，是由國家高速網路與計算

中心 (National Center for High-Performance Computing; NCHC) 所提

供。以 Perdew-Wang 1991 (PW91)57的 Generalized Gradient 

Approximation (GGA)58作為本實驗系統的交換關聯函數 (Exchange 

correlation function) ，同時也使用 Blochl等作者 59發展的投影綴加波 

(Projector Augmented Wave; PAW) 的方法，作為系統分子的計算理論

基礎。 

        為了達到各個結構能量嚴謹收斂的目的，我們把 cutoff energy 

調高到 900 eV作為收斂條件。Rh/CeO2(111)-(2x1)表面是由三組 

CeO2分子（即九層原子層）以及一個 Rh原子所組成，乙醇則吸附 

在這個表面上。此表面 super cell的長、寬、高的尺寸分別為

7.65a = Å、 3.83b = Å、及 19.80c = Å，且真空層的厚度設定為 12 Å。關

於 Brillouin-zone的設定，利用Monkhorst-Pack (MP) grids60-61來作取

樣，為了達到各個結構收斂的目的，MP k-point的參數設定為

4x4x1。 
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        根據 VASP軟體計算此單位晶格，所計算出來的 CeO2晶格常數

(lattice constant) 為 5.422 Å62，與實驗值 5.411 Å相當接近。CeO2的結

構與 CaF2相似，有八個氧原子鄰近 Ce原子 63。乙醇吸附在

Rh/CeO2(111)-(2x1)的表面計算中，此 super cell最高的三層 layers（ 

包括乙醇分子）是鬆開(relaxed)來做計算的，而下面的六層 layers則

是固定住(frozen)的。         

        本文中乙醇各個氫原子的脫去反應，以及 C-C鍵結的斷鍵反應

之過渡態的結構與能障的計算，是使用 Nudged Elastic Band  

(NEB)64-67的方法來得到。NEB的原理為，在相對應的反應物以及產

物的可能反應位向之中，利用線性等分的方式插入 6-7個映像

(images) ，在計算這些映像時，我們先把牽涉到反應位向的原子座 

標給固定住(frozen)，而其他原子則是鬆開(relaxed)來做計算。而我 

們要找的過渡態能障，即是這些映像中能量最高的那一個。根據過渡

態理論，此過渡態與反應物的能量差距，就是所謂的反應活化能。雖

然這種過渡態的計算方式並沒有考慮到頻率分析，但這個方法已經被

廣泛地使用 68，且在理論上也相當清楚 69-70，算出來的結果趨勢大致

上符合，所以是可以被採納的。 
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        我們計算了 H2O分子吸附在 CeO2(111)-(2x1)表面的系統中，計

算出來的吸附能為 11.8 kcal/mol，跟 Henderson等作者 71的實驗值 

12.2 kcal/mol相當接近。再者，我們也計算了 CeO2(111)的表面能，

公式如下： 

            surf slab bulk
1 ( )

2
E E E

S
= −      

計算所得到的表面能 0.73 J/m 2與其他文獻的結果 46-47相當一致。 

        此外，經由乙醇的 steam-reforming的過程中 53， 

            CH3CH2OH + 3H2O → 2CO2 + 6H2 

乙醇藉由與水分子的幫助，反應速率會加快，且導致更加容易脫氫 

並形成氫分子。因此，在第二部分的實驗中，我們將接著討論乙醇 

在 OH的幫助下，是否會有更低的反應能障。 

        最後，我們用同樣的計算方式來計算M/CeO2(111)-(2x2)表面上

（M = Au, Pd, Pt），乙醇的各個脫氫反應能障，並且與

Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上乙醇的各個脫氫反應能障，將計算的數據

來作比較。 
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§3 結果與討論： 

§3-1 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面 

         CeO2(111)-(2x1)表面厚層模型，其結構呈現在圖 3-1-(a)，我們 

將離表面較遠的底層六個 layers給固定住。參考已發表的文獻結果 

46-48，顯示出該表面 CeO2(111)的 relaxation現象是相當細微的，尤其

是在內層的 Ce原子與 O原子，層與層之間的結構變化僅約 0.03 Å。

由如此細微的結構移位現象，我們可以知道 CeO2(111)僅在靠近上方

表面的原子層才需要考慮其詳細的變動情形，至於結構中變化不大 

的內層，則可以將其固定住，以節省電腦計算的時間。另外，最穩 

定的 Rh/CeO2(111)-(2x1)厚層模型結構呈現在圖 3-1-(b)。Imamura等 

作者 30的研究中，已經證實 Rh暴露在 CeO2表面上的含量是相當少

的，因此我們只加入一個 Rh原子在 CeO2(111)-(2x1)表面上 (surface 

coverage = 1/2 Monolayer)，作為我們假想的 Rh/CeO2系統，來計算乙

醇的脫氫分解反應。 

        如圖 3-1-(b)所顯示的，若 Rh放在 Od正上方的位置時，其吸附

能量是最大的，故該位置是較為可能且最為穩定的吸附位置。而關 

於其他 Rh放置的位置，我們都作了能量的計算比較，發現其他的次 
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               Side view of (a)                                                Side view of (b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              Top view of (a)                                          Top view of (b) 
 
圖 3-1. (a) CeO2(111)-(2x1)表面的 slab模型； (b) Rh/CeO2(111)-(2x1)

表面。(a) 與 (b) 底下的六層原子是固定住的，真空層厚度為 12 Å 

。Od表示 O原子位於 down-side的位置，而 Ou表示 O原子位於 

up-side的位置。鍵長單位為 Å。  
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要結構比起最穩定的結構而言，其吸附能量約高了 1~2 eV左右。由

此可知，Rh放置的位置，應該以吸附在 Od上方位置是最有可能的選

擇。 

當我們把 Rh放在 CeO2(111)-(2x1)的表面之後，發現其表面結構

將有明顯的變化。所加入的 Rh與 CeO2(111)-(2x1)表面的距離 

(Rh-Od) 約 2.98 Å。加入 Rh之後，Rh-O之間會有很強的作用力， 

將會導致結構上有顯著的變化，最為明顯的是表面 Ce-O的距離會增

加約 0.33 Å。因此，當我們把 Rh放到 CeO2(111)-(2x1)的表面之後，

會因為結構的變異性，而使得其表面性質與先前無 Rh的乾淨表面 

比較時，存在著些許的差異。此 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面（如圖 

3-1-(b)）將是我們所選擇的新表面，用來探討乙醇吸附在該表面的 

脫氫現象。        

        為了探討系統中不同的可能吸附中間物的結構，我們計算了各 

個相對應的單獨氣相分子的結構與絕對能量，各個氣相的結構陳列 

在圖 3-2，圖 3-2中包含了所有結構的鍵長及鍵角等參數。相關的各

個乙醇衍生物之氣相分子的絕對能量，列於表 3-1。我們在計算各個

氣相分子的結構與能量時，所用模擬的 cell相當大（25x25x25 Å）， 
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圖 3-2. 利用 VASP計算各種分子之 gas-phase的結果：(1) ethanol， 

(2) ethoxy，(3) ethylene oxide，(4) vinoxy，(5) ketene，(6) ketenyl， 

(7) formaldehyde，(8) formyl，(9) methylene，以及  

(10) carbon monoxide。鍵長單位為 Å，鍵角單位為度，未標示的原子

為 H原子。 
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表 3-1. 以 VASP計算各個乙醇分解後的中間物 gas-phase的能量 (eV) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Intermediate (stoichiometry) Optimized total energies (eV) 
Ethanol (CH3CH2OH) -47.061146 
Ethoxy (CH3CH2O) -41.048405 

Ethylene oxide (CH2CH2O) -38.187622 
Vinoxy (CH2CHO) -32.891045 
Ketene (CH2CO) -31.031676 
Ketenyl (HCCO) -25.031886 

Formaldehyde (H2CO) -22.209391 
Formyl (HCO) -16.851358 

Carbon monoxide (CO) -14.819228 
Methylene (CH2) -11.429565 
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發現 cell在此設定的邊界範圍下，可以達到很好的收斂效果。首先 

，我們利用 VASP所計算出的乙醇（圖 3-2，species 1）結構，C-C 

和 C-O鍵長分別為 1.51和 1.44 Å，∠CCO的鍵角為 107.8 o。把此 

計算出來的乙醇結構與實驗值 72相比較（實驗值的 C-C和 C-O鍵長

分別為 1.51和 1.43 Å，∠CCO的鍵角為 108 o），相當地吻合。此外 

，ethoxy species (CH3CH2O; 圖 3-2，species 2) 的結構中，我們所計算

出來的 C-C和 C-O鍵長分別為 1.54和 1.34 Å，∠CCO的鍵角為

114.3 o也與先前的計算文獻 73所提供的結果頗為符合（C-C和 C-O 

鍵長分別為 1.52和 1.38 Å，其∠CCO的鍵角為 113.3 o）。ketene ( 

CH2CO; 圖 3-2，species 5) 的結構有 C=C和 C=O雙鍵，鍵長分別 

為 1.31和 1.17 Å也與實驗值相當一致（C=C和 C=O的鍵長分別為 

1.31和 1.16 Å）。此外，ethylene oxide、formaldehyde、methylene和

carbon monoxide (圖 3-2，species 3, 7, 9, and 10) 結構的鍵長和鍵角 

相關數據，也與實驗值相當接近。至於其他分子，vinoxy、ketenyl與

formyl的結構，雖然在實驗上沒有相關的鍵長與鍵角數據，但我們還

是仔細查詢了相關的計算文獻 74-76，並且加以比較，發現我們 

計算的鍵長與鍵角，和文獻計算值差異相當小 。   
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§3-2 吸附物在表面上的幾何結構與吸附能 

        圖 3-3所列出的結構，分別表示乙醇及其分解過程中間物以物 

理吸附或化學吸附的方式，附著在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上的穩 

定收斂結構。圖 3-3中所有吸附中間物的鍵長(Å)與吸附能(kcal/mol) 

，我們陳列於表 3-2中。 

        首先，由圖 3-3中的(1)與(2)，可以得知乙醇可能一開始是以 O

端利用物理吸附的方式，分別吸附在表面的金屬原子 Ce或 Rh上，

吸附在兩原子的吸附能分別為 13.95(Ce)及 9.37(Rh) kcal/mol，由此 

可知，乙醇的 O端以物理吸附的方式吸附在 Ce上時，是比較穩定 

的。探究其原因，我們詳細比較了此兩種物理吸附的結構，發現雖 

然兩者的 Ce-O與 Rh-O的鍵長長度相當接近，約 2.64 Å，但 O接在

Ce上的吸附結構中，乙醇的 C端部分將會更接近表面，此 C端與 

表面的相互作用力會使得此吸附結構更為穩定，導致其吸附能較高 

。另外，我們計算乙醇一開始以 O端物理吸附的方式吸附在表面的 

O原子上，結果發現其吸附能相當低，顯示吸附能力並不佳，乙醇 

的 O端不容易吸附在表面的 O原子上，原因可能是乙醇的 O端與 

表面 O原子彼此之間有很強的孤對電子排斥力所導致的結果。再者 
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       CH3CH2O(H)-Ce(a) (1)                         CH3CH2O(H)-Rh(a) (2)    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   CH3CH2O-Ce(a) (3)                              CH3CH2O-Rh(a) (4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rh-CH2CH2O-Ce(a) (5)                       Rh-CH2CHO-Ce(a) (6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Rh-CH2CO-Ce(a) (7)                           Rh-CHCO-Ce(a) (8) 
 
圖 3-3. 在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上，乙醇分解反應過程中的中間物

結構圖示。鍵長單位為 Å。各結構表面下方的原子層省略。 
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       CH2O-Ce(a) (9)                                          HCO-Ce(a) (10) 
 
 
                                     

 

 

 

 
 
       CO-Ce(a) (11)                                           H2C-Rh(a) (12) 
 
 
 
 
 
 
       H-Ce(a) (13)                                              H-Rh(a) (14) 
 
 
 
 
 

 
H-O(a) (15) 

 
 
圖 3-3. 續。 
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表 3-2. 以 VASP計算乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上分解後各個 

中間物的最佳化結構的鍵長、鍵角以及吸附能。（最佳化的結構圖示

列於圖 3-3） 

Species r(Ce(O)-O(H)) r(Rh-C(O,H)) r(C-C(O)) Eads
 

CH3CH2O(H)-Ce(a) 2.64  1.51 13.95 
CH3CH2O(H)-Rh(a)  2.64 1.51 9.37 

CH3CH2O-Ce(a) 2.22  1.54 64.68 
CH3CH2O-Rh(a)  2.24 1.54 61.81 

Rh-CH2CH2O-Ce(a) 2.61 2.06 1.55 40.25 
Rh-CH2CHO-Ce(a) 2.81 2.16 1.42 77.71 
Rh-CH2CO-Ce(a) 2.81 2.11 1.49 50.18 
Rh-CHCO-Ce(a) 3.06 2.01 1.41 89.80 

H2CO-Ce(a) 2.90  1.25 20.85 
HCO-Ce(a) 2.89  1.04 27.33 
CO-Ce(a) 3.23  1.15 3.55 
H2C-Rh(a)  1.80  92.13 

H-Ce(a) 2.18   28.52 
H-Rh(a)  1.59  56.25 
H-O(a) 0.97   101.59 

 
吸附能 Eads = – (Etotal – Emolecule – Esurface) 
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，我們也有探討乙醇一開始以 C端吸附在表面上的各種物理吸附的

結構，結果發現其吸附能較 O端吸附在表面上時為小，因此 C端不 

能有效地吸附在表面上，原因可能是乙醇的 C端本來已經被周圍的

三個 H原子所包住，形成了類似保護基的結構，不利於 C端有效地

吸附在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上。 

        綜合以上的結果討論，我們可以得知乙醇可能一開始的吸附結 

構應該是以 O端吸附在表面的 Ce原子上。另外，由類似的結果發現 

，ethoxy group (CH3CH2O) 的 O端是以化學吸附的方式，吸附在 Ce

原子或 Rh原子上，如圖 3-3-(3)與(4)所示，由表 3-2，其吸附能仍是

以 O端吸附在 Ce者為大，高出約 2.87 kcal/mol，且這兩種化學吸附

的結構中，Ce-O鍵長為 2.22 Å，Rh-O鍵長為 2.24 Å，皆比物理吸附 

的結構中對應的鍵長為小，故此 CH3CH2O結構的吸附作用會比乙醇

更為明顯，其吸附能也會較高。因此，由上述的結果討論可以得知 

，不論是物理吸附或是化學吸附的情況，O端吸附在 Ce原子上的穩

定作用力比起吸附在 Rh原子而言，是比較具有優勢的。 

        接下來觀察 ethylene oxide (CH2CH2O) 的穩定吸附中間物，如圖

3-3-(5)所示，是其 C端以化物吸附的方式吸附在 Rh原子上，而 O端
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吸附在 Ce原子上，形成一個類似 oxametallacycle的六員雜環結構，

而且此吸附中間物的吸附能 40.25 kcal/mol也相當大，故相當穩定。

關於 oxametallacycle的相關研究中，Barteau77-78和Mavrikakis 

79-87等作者分別利用實驗與理論計算的方法探討了 oxametallacycle 

在不同金屬表面上時的特性，他們發現這種類似 oxametallacycle六 

員環的結構，的確是相當重要的吸附中間物，尤其是在含有 Rh金屬

的表面時。此外，在勻相的催化反應中，oxametallacycle中間物的反

應結構已經在實驗上被廣泛地討論，包括 epoxidation以及 asymmetric 

dihydroxylation of olefins等反應 88-89。另外，Idriss等作者 21-29利用

HREELS的實驗觀測，也證實了 oxametallacycle的確存在，Idriss是

推測 oxametallacycle中間物是以五員環的形態存在，可以穩定存在 

於 Rh/CeO2表面上，此實驗的推測與我們的結果相似。由此可知，

ethylene oxide若吸附在含有 Rh的 CeO2表面上時，是以

oxametallacycle的結構來作為吸附物時，是最為穩定的。另一方面，

oxametallacycle吸附結構後續的脫氫衍生物 (如 Rh-CH2CHO-Ce，Rh-

CH2CO-Ce和 Rh-CHCO-Ce，圖 3-3-(6)，(7)，(8)) ，在表 3-2中 

，其對應的吸附能分別為 77.71、50.18及 89.80 kcal/mol都相當大，
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也都為相當穩定的吸附中間物。 

        接下來，CO的 O端吸附在表面的 Ce原子上時，吸附能為 3.55  

kcal/mol，相當小，在圖 3-3-(11)中，此吸附結構的 Ce-O鍵長約為 

3.23 Å也頗長，此等較長的吸附鍵長將會降低其吸附效應，因此導致 

其吸附能降低。Yang等作者 48提出了相關類似的理論計算結果，發 

現 CO吸附在 CeO2(111)表面上時，不論是 C端或是 O端吸附，其吸 

附能皆相當小（低於 4.15 kcal/mol），雖然跟我們所計算的 

Rh/CeO2(111)表面有所不同，但結果卻有類似的趨勢，即 CO吸附在 

此等表面上的吸附能不會很大。此外，H2C的 C端若吸附在表面的 

Rh原子上時，如表 3-2所示，其吸附能為 92.13 kcal/mol，且由圖 

3-3-(12)所示，此吸附結構的 C-Rh距離僅為 1.80 Å，其作用力相當 

強。 

        最後，我們探討了 H原子吸附在 Rh/CeO2表面上的可能結構， 

見圖 3-3-(13)，(14)與(15)，此可能的吸附結構有三種，分別為 H-Ce(a) 

、H-Rh(a)及 H-O(a)，其個別吸附能分別為 28.56、56.25及 101.59  

kcal/mol，由此可知，H原子若欲吸附在表面上時，選擇吸附在表面 

的 O上是最為可能的，此外，三者的吸附鍵長分別為 2.18、1.59及 
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0.97 Å，仍然是以 H-O的鍵長為最短，此吸附能與鍵長的結果更加 

證明了 H-O有較強的穩定作用力。Wang等作者 90也提出了類似的 

結果，他們發現 H吸附在 TiO2表面上時，其 H吸附在 O原子上的 

吸附能約 118 kcal/mol，遠大於 H吸附在金屬 Ti原子上，其 H-O吸 

附鍵長為 0.965 Å，長度與我們所計算的 0.97 Å相近。   
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§3-3 乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上分解反應路徑的 Potential 

energy surfaces 

        乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上可能的分解反應路徑，陳列於

圖 3-4中，此表面反應的反應位能圖呈現在圖 3-5中，各個相關反應

的過渡態結構則描繪於圖 3-6中。 

        我們可以由圖 3-4中所推測的反應路徑，將乙醇分解反應細分 

為兩個部分： (1) Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle) 可能的形成過

程； (2) 在形成 Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle) 之後的接續分 

解反應。 

        反應位能圖的相對反應能量，我們是使用 Haber-cycle的方法來

做計算，如下列步驟所示， 

 

 

 

C(g) → A(g) + B(g) ΔE = x kcal/mol  (gas phase reaction) 

A(g) → A(a)  ΔE = y kcal/mol (adsorption) 

B(g) → B(a) ΔE = z kcal/mol (adsorption) 

C(a) → C(g) ΔE = g kcal/mol (desorption) 

C(a) → A(a) + B(a) ΔEoverall = (x+y+z+g) kcal/mol (net reaction eneygy) 
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圖 3-4. 乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上可能的分解反應路徑。

CH3CH2OH(g) + surface

CH3CH2O-Rh(a)  + H(a)

Rh-CH2CH2O-Ce(a) + 2H(a)

Rh-CH2(a) + CH2O-Ce(a) + 2H(a)

Rh-CH2CO-Ce(a) + 4H(a)

Rh-CHCO-Ce(a) + 5H(a)

TSO-Ha

CH3CH2O(H)-Rh(a)

CH3CH2O(H)-Ce(a) CH3CH2O-Ce(a)  + H(a)

TSO-Hb

TSC-Ha

Rh-CH2CH2O-Ce(a) + 2H(a)

Rh-CH2CHO-Ce(a) + 3H(a)TSC-Hb

TSC-Ca

TSC-Hc

TSC-Cb

TSC-Hd

TSC-Cc

Rh-CH2(a) + CHO-Ce(a) + 3H(a)

Rh-CH2(a) + 4H(a) + CO(g)

TSC-Cd

Rh-CH(a) + 5H(a) + CO(g)
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圖 3-5. 乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上的脫氫反應過程中，計算出的可能反應位能變化圖。較粗的線
表示比較好的反應路徑。  
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a                                                       TSO-H
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          TSC-H
a                                                       TSC-H
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          TSC-H
c                                                      TSC-H

d 
 
圖 3-6. 利用 NEB的方法，計算各個過渡態結構。鍵長單位為 Å。 

各個過渡態下方表面的原子層省略。 
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圖 3-6. 續。 
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§3-3-1 Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle)的形成  

        由表 3-2所示，乙醇以可能的兩種形式 CH3CH2O(H)-Ce(a)和

CH3CH2O(H)-Rh(a)吸附在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上，兩者的相對能

量分別為-13.95及-9.37 kcal/mol。這兩種物理吸附的中間物

CH3CH2O(H)-Ce(a)和 CH3CH2O(H)-Rh(a)將分別藉由過渡態 TSO-H
a及

TSO-H
b，（相關命名見於圖 3-6），進而分別生成另一種吸附中間物

CH3CH2O-Ce(a)和 CH3CH2O-Rh(a)，其過渡態的計算是利用 NEB的方

法 64-67。結果發現 TSO-H
a的能障約 12 kcal/mol，比起 TSO-H

b的能障 

18.97 kcal/mol為低，而且兩者的能障比起沒有表面的催化環境下 29 

，來得低很多（無表面催化時的 O-H斷鍵能障約為 104.1 kcal/mol） 

。因此，由這個低能障的結果，我們可以得知，乙醇在有 CeO2表面

催化環境時，O-H鍵的斷鍵有很明顯的催化現象。斷鍵之後所得到 

的相對應之中間物 CH3CH2O-Ce(a)和 CH3CH2O-Rh(a)的相對能量仍是以

CH3CH2O-Ce(a)較為穩定，穩定了約 2.87 kcal/mol。再者，觀察這兩個

過渡態結構（見圖 3-6中所示），我們可以發現結構 TSO-H
a之乙醇上

的 O與欲斷之 H原子的距離（即 O-H鍵）約 1.37 Å，而結構 

TSO-H
b的 O-H鍵為 1.52 Å，則較長。根據 Hammond postulate理論 91 
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，此經由 TSO-H
a的過渡態不只是在反應上有較低的反應活化能，而 

且其放熱現象也比較明顯（CH3CH2O-Ce(a)的相對能量比 CH3CH2O-

Rh(a)的相對能量低）。 

        當 CH3CH2O-Ce(a)形成之後，可藉由 TSC-H
a的過渡態（此過渡態

為斷去 β-碳上的 H鍵結，能障為 28.57 kcal/mol）進而產生一個類似

六員環的吸附中間物 Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle)。我們同樣

可以發現，斷去 β-碳的 C-H鍵結能障 28.57 kcal/mol遠比未經由

Rh/CeO2表面的催化環境時的 93.3 kcal/mol低了許多。藉由 Atherton

等作者 92-93的相關文獻中提到，Rh金屬會使具 sp3混成的 C-H鍵結活

性增加，因此，乙醇尾端 CH3的 C-H鍵將會因為活潑而容易產生斷

鍵，因而 H原子會被吸附到表面上。此外，我們也發現 CH3斷去 

C-H鍵結形成 CH2之後，其 C原子將會與 Rh金屬有著很強的作用 

力，此強作用力將有利於生成另一個穩定的中間物 

Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle) 。表 3-2中所示，H2C-Rh(a)的吸附

能 92.13 kcal/mol是相當大的，雖然 CH2分子是自由基 (radical)，CH2

分子還是有可能和飽和的 CH3分子一樣，因為具有高吸附能而使得

CH2與 Rh會有如此強的作用力並且形成鍵結現象。總之，乙醇在
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Rh/CeO2(111)的表面上，oxametallacycle中間物的形成在許多實驗與

理論計算的研究文獻 77-87中，已經被證實是確實存在的。 
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§3-3-2 從 Rh-CH2CH2O-Ce(a)到產物 

        我們接下來探討 Rh-CH2CH2O-Ce(a) (oxametallacycle)進一步的分

解反應，在圖 3-4中可以觀察到，Rh-CH2CH2O-Ce(a)可能藉由 

TSC-H
b或 TSC-C

a的過渡態，分別產生不同的吸附中間物 

Rh-CH2CH2O-Ce(a)或 Rh-CH2(a) + CH2O-Ce(a)。關於斷去 C-H鍵結的反

應過程，其反應的初始結構是由次穩態 (meta-stable; M-S) 

oxametallacycle的結構出發，此結構雖然在相對能量上比起最穩定 

的結構還有高出 7.2 kcal/mol，但卻有較好的反應位向會使得斷 C-H

鍵結的活化能降低。而此最穩定結構與次穩定結構的異構化活化能 

，我們算出的能障為 9.0 kcal/mol，並不會很高，故兩者之間的異構

化現象是有機會發生的。再者，斷去 C-H鍵結 (TSC-H
b) 及 C-C  

(TSC-C
a) 鍵結的能障，分別是 34.3及 55.3 kcal/mol。其中，經由斷 

去 C-H鍵結所形成的另一個吸附中間物 Rh-CH2CHO-Ce(a)的能量變 

化 ΔE為-27.32 kcal/mol，是為放熱反應。另一方面，C-C斷鍵所形 

成的吸附中間物 Rh-CH2(a) + CH2O-Ce(a)的能量變化 ΔE為+30.11 

kcal/mol，是為吸熱反應。由反應能障與所形成之吸附中間物的相對

能量來看，經由 TSC-H
b的過渡態後，接著形成 Rh-CH2CHO-Ce(a)的路
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徑是比較可行的。 

        接下來，當形成吸附中間物 Rh-CH2CHO-Ce(a)之後，後續反應仍

與前述吸附中間物 Rh-CH2CH2O-Ce(a)類似，也是有著斷去 C-H鍵結

(TSC-H
c) 以及斷去 C-C鍵結(TSC-C

b)的競爭反應。其中，斷去 C-H鍵結

的過渡態，同樣是有次穩態(M-S’)作為始初結構，而且該結構在相對

能量比最穩定結構的相對能量還要高 4.2 kcal/mol，所計算出來的兩

者異構化能障僅需 7.5 kcal/mol。在兩者 TSC-H
c和 TSC-C

b能障的比較

上，TSC-H
c的能障為 40.84 kcal/mol，而 TSC-C

b的能障為 56.62 

kcal/mol，以斷去 C-H鍵結的能障為較小，且其形成另一個穩定的吸

附中間物 Rh-CH2CO-Ce(a)也較穩定，其能量變化 ΔE為-38.62 

kcal/mol，是為放熱反應。兩過渡態 TSC-H
c和 TSC-C

b的結構呈現於圖

3-6中。 

        繼續探討吸附中間物 Rh-CH2CO-Ce(a)的接續分解反應路徑，仍 

然可以藉由斷去 C-H鍵結後的過渡態 TSC-H
d (Ea = 64.55 kcal/mol)，而

產生吸附中間物 Rh-CHCO-Ce(a)，或是藉由斷去 C-C鍵結後的過渡態

TSC-C
c (Ea = 49.54 kcal/mol)，而產生 Rh-CH2(a) + CO(g)的產物。由圖 

3-3-(7)所示，我們發現 Rh-CH2CO-Ce(a)的吸附結構之 CH2上的原子 
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離表面已經相當遠，而且我們找不到反應位向比較好的次穩態結構 

，來做為斷去 C-H鍵結的初始物，所以斷去此 C-H鍵結過渡態 

TSC-H
d的能障會比前述的 TSC-H

b和 TSC-H
c來得高。觀察 TSC-C

c的過渡

態結構，其 C-C鍵的鍵長為 2.17 Å，與 TSC-C
a的鍵長 2.76 Å及 

TSC-C
b的鍵長 2.73 Å作比較，明顯短了許多，同樣依據 Hammond 

postulate理論 91，TSC-C
c的過渡態能障將會比較低。所以由 TSC-H

d及

TSC-C
c的反應能障來看，此反應過程經由 TSC-C

c的過渡態並且形成

Rh-CH2(a) + CO(g)是比較可行的路徑。值得注意的是，在 TSC-C
c的結構

中，我們可以發現其 Ce-O的距離為 3.58 Å，相當長，因此，我們可

以推測若斷去 C-C鍵結之後，將會形成 CO(g)氣體。另一方面，若反

應是走斷去 C-H鍵結的過渡態 TSC-H
d產生 Rh-CHCO-Ce(a)的路徑， 

此吸附中間物有機會再經由 TSC-C
d的過渡態(Ea = 57.95 kcal/mol)，斷 

去 C-C鍵結並且產生 Rh-CH(a) + CO(g)之產物。 

        至於最後的脫附過程，H(a) + H(a) → H2(g)以及 

CH2(a) + 2H(a) → CH4(g)兩個反應，似乎需要很大的能量及很高的溫度

才可以達成。在前述部分的放熱過程及真實高溫系統環境之下，雖然

我們找不到此兩個反應脫附過程的過渡態結構，但此步驟看起來是相
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當容易達成的。在 Idriss等作者 21-29的文獻中，也同樣提出了乙醇在

Rh/CeO2的表面上時，很有可能會形成 H2(g) + CO(g) + CH4(g)，該實驗

推測的產物與我們的計算結果頗為吻合。 
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§3-4 有水分子存在，乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上的脫氫反應 

        從上述§3-1至§3-3節的計算，我們可以得到乙醇在沒有水分子存

在時，在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上的脫氫反應過程及相對反應能

量，分別列於下表， 

 

 

 

 

 

而在真實的實驗過程中，文獻 53提及有加入水分子使得脫氫反應

的效率更好， 

             CH3CH2OH + 3H2O → 2CO2 + 6H2                                       (3-4-1)  

因此在本節的計算中，我們試著在系統中加入 OH分子在乙醇分子的

周圍，因為 OH分子本身帶負電，由 OH分子來吸引乙醇上的 H原子 

，可以比 H2O分子更容易幫助脫氫，因為有 OH分子的加入，所需

的空間增大，所以我們將原本的 2x1系統增大至 2x2系統，如此作法

將有著較大的空間來放置 OH分子。 

        而 OH分子在系統中的擺放，我們只放一個 OH分子，而且是以

CH3CH2OH → CH3CH2O + H Ea = 12.00 kcal/mol   
CH3CH2O → CH2CH2O + H Ea = 28.57 kcal/mol 
CH2CH2O → CH2CHO + H Ea = 34.26 kcal/mol 
CH2CHO → CH2CO + H Ea = 40.84 kcal/mol 
CH2CO → CHCO + H Ea = 64.55 kcal/mol 
CHCO → CCO + H 無法計算得出 
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放置在 Ce原子上方為主，因為 OH分子帶負電，Ce原子帶正電，兩

者之間將有著很強的庫侖吸引力。藉由如此作法，來求得各個脫氫 

反應能障，且比較於無水分子者，探討是否有降低的趨勢。  

        我們將乙醇在含有一個 OH分子存在時，於 Rh/CeO2(111)-(2x2)

表面上可能的脫氫反應過程以圖 3-7至圖 3-11來表示，圖中的反應 

過程是我們所算出來之最低能障，來做為我們能量的依據。我們 

算出來各個反應的相對反應能量如下， 

    

 

 

 

再將前幾節的敘述中，各個反應相對應的無水分子存在時的能障，列

於下方，  

 

 

 

 

發現雖然第一步與第二步的反應，在有 OH分子存在時，能障反而 

CH3CH2OH + OH → CH3CH2O + H2O Ea = 32.31 kcal/mol   
CH3CH2O + OH → CH2CH2O + H2O Ea = 52.01 kcal/mol 
CH2CH2O + OH → CH2CHO + H2O Ea = 12.18 kcal/mol 
CH2CHO + OH → CH2CO + H2O Ea = 20.10 kcal/mol 
CH2CO + OH → CHCO + H2O Ea = 23.76 kcal/mol 

CH3CH2OH → CH3CH2O + H Ea = 12.00 kcal/mol   
CH3CH2O → CH2CH2O + H Ea = 28.57 kcal/mol 
CH2CH2O → CH2CHO + H Ea = 34.26 kcal/mol 
CH2CHO → CH2CO + H Ea = 40.84 kcal/mol 
CH2CO → CHCO + H Ea = 64.55 kcal/mol 
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           Top view of reactant                            Side view of reactant 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Top view of transition state                 Side view of transition state 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Top view of product                            Side view of product 
 
圖 3-7. 在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上，有一個 OH分子存在時， 

CH3CH2OH + OH → CH3CH2O + H2O反應的過程。鍵長單位為 Å。 
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     Top view of reactant                            Side view of reactant  

                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          Top view of transition state                 Side view of transition state 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          Top view of product                            Side view of product 
 
圖 3-8. 在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上，有一個 OH分子存在時， 

CH3CH2O + OH → CH2CH2O + H2O反應的過程。鍵長單位為 Å。 
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     Top view of reactant                               Side view of reactant  
                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Top view of transition state                   Side view of transition state 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Top view of product                                Side view of product 
 
圖 3-9. 在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上，有一個 OH分子存在時， 

CH2CH2O + OH → CH2CHO + H2O反應的過程。鍵長單位為 Å。 
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     Top view of reactant                                  Side view of reactant                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Top view of transition state                      Side view of transition state 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Top view of product                                 Side view of product 
 
圖 3-10. 在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上，有一個 OH分子存在時， 

CH2CHO + OH → CH2CO + H2O反應的過程。鍵長單位為 Å。 
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     Top view of reactant                             Side view of reactant  
                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Top view of transition state                 Side view of transition state 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     Top view of product                           Side view of product 
 
圖 3-11. 在 Rh/CeO2(111)-(2x2)表面上，有一個 OH分子存在時， 

CH2CO + OH → CHCO + H2O反應的過程。鍵長單位為 Å。 
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升高，但第三步、第四步與第五步的反應，能障皆有降低的趨勢， 

且降低了約 20 kcal/mol。第一步與第二步在有 OH分子時的情形， 

應該是我們無法找到適當的 OH分子的擺放位置，使得能障無法順 

利降低。 
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§3-5 乙醇在M/CeO2(111)-(2x2)表面上（M = Au, Pd, Pt）的脫氫反

應能障 

        根據§3-1節至§3-3節的計算結果，我們了整理乙醇的脫氫反應過

程順序為 

O-H → 1st C
β
-H → 1stC

α
-H → 2ndC

β
-H → C-C → 2ndC

β
-H 

，以圖 3-12來表示。 

我們用同樣的計算方式來計算M/CeO2(111)-(2x2)表面上（M = 

Au, Pd, Pt），乙醇的各個脫氫反應能障，計算出來的結果如表 3-3所

示。 

由表 3-3可知，乙醇在 Au/CeO2(111)-(2x2)、Pt/CeO2(111)-(2x2) 

、Pd/CeO2(111)-(2x2)表面上的各個脫氫能障反應與在 Rh/CeO2(111)-

(2x1)表面上的各個脫氫反應能障大致上是差不多的。 

        我們算出來乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上第一步脫氫（斷去

O-H鍵的 H）能障為 12.00 kcal/mol，與 Idriss學者的實驗文獻 22在 

無 Rh金屬原子的乾淨表面上的能障 17.94 kcal/mol為低，在 Pd/CeO2

表面上的能障為 9.33 kcal/mol，故我們使用 NEB的方法來求得反應

的能障是具有可信度的。 
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C C O H

H

H

H

H

H

1

12.00 kcal/mol

2

28.57 kcal/mol

3

45

34.26 kcal/mol

40.84 kcal/mol49.54 kcal/mol64.55 kcal/mol

6

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3-12. 乙醇在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上脫氫可能的反應順序。 
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表 3-3. M/CeO2(111)-(2x2)表面上（M = Au, Pd, Pt）乙醇各個脫氫反應 

的能障。（KPOINTS = 4x4x1，Ecutoff = 400 eV，unit: kcal/mol） 

Au/CeO2 O-H 1stCβ-H 1stCα-H 2ndCα-H 2ndCβ-H 

no H2O 19.29 21.64 32.06 39.84 62.11 

one OH 19.29     

      

Pd/CeO2 O-H 1stCβ-H 1stCα-H 2ndCα-H 2ndCβ-H 

no H2O 25.15 24.12 29.54 42.13 63.65 

one OH 19.13     

      

Pt/CeO2 O-H 1stCβ-H 1stCα-H 2ndCα-H 2ndCβ-H 

no H2O 18.62 19.8 35.26 40.10 60.84 

one OH 20.22     
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§4 結論： 

        本篇論文利用 VASP軟體來運算，並使用國家高速電腦中心的高

速電腦作為運算的電腦，設定 4 cpu的運算速度，每次運算的時間大

致在三個小時到十二個小時左右，最多到三天，就可以完成一次運算

工作。 

利用 VASP的計算方法，我們探討了在沒有 OH分子及有 OH分

子存在時，乙醇在 Rh/CeO2(111)表面上可能的脫氫反應，以及 C-C 

鍵斷裂的過程。 

在沒有 OH分子存在時，在能量上最為可行的路徑是，先會形成

一個 oxametallacycle的中間物 Rh-CH2CH2O-Ce(a)，然後斷去兩個 α碳

上的 H（分別生成 Rh-CH2CHO-Ce(a)和 Rh-CH2CO-Ce(a)），最後才斷

去 C-C鍵結。  

        在這個脫氫的反應過程中，能障最低的過渡態是第一步斷去 

O-H鍵結，能障為 12 kcal/mol。我們的計算結果可以發現，斷去 

C-C鍵結發生在中間物 Rh-CH2CHO-Ce(a)產生之後，能障約 50 

kcal/mol，是所有斷去 C-C鍵結過程當中最低者，且同時脫附了 

CO(g)氣體。在所有反應的中間物當中，經由計算所得的相對能量都 
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比起始物（乙醇+表面）來得低。經由這些高吸附能的釋放，將有一

部分的吸附能可以提供整個反應過程所需的能量。至於最後的脫附 

過程，H(a) + H(a) → H2(g)以及 CH2(a) + 2H(a) → CH4(g)兩個反應，似乎 

需要很大的能量與相當高的溫度才可以達成，雖然我們找不到脫附過

程的過渡態結構，但我們相信此步驟在計算上是相當可行的。 

        在有一個 OH分子存在時，幫助乙醇的脫氫反應，大致上有能障

降低的趨勢，只是 VASP軟體先天上的不足，不能一次放很多個 OH

分子來做計算。但隨著電腦軟體的進步，相信在不久的將來，可以 

有合適的軟體來計算乙醇加水的脫氫反應，而得到相當具有研究價值

的結果。 

        在將 CeO2表面上的 Rh置換成 Au、Pd與 Pt時，乙醇在

Au/CeO2(111)-(2x2)、PdCeO2(111)-(2x2)與 PtCeO2(111)-(2x2)表面上的

各個脫氫反應能障與在 Rh/CeO2(111)-(2x1)表面上的各個脫氫反應能

障大致上是差不多的，所以可以推得乙醇在不同M/CeO2(111)表面上

的各個脫氫反應能障差異是相當小的。此外，計算出來的乙醇第一步

脫氫反應能障與實驗值相比較差異不大，故我們使用 NEB的方法來

求得各個反應能障是具有可信度的。 
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        未來的研究工作，我們將在系統中擺放四個 Rh金屬原子，與一

個 Rh原子的系統，來做比較，探討乙醇各個脫氫反應能障是否有所

不同。此外，近年來 DFT+U的理論計算已經日漸成熟，我們也會研

究當有 O原子的 vacancy存在時，乙醇在 Rh/CeO2-x(111)表面上的脫

氫反應過程為何。 
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§6 附錄：理論與計算原理 

§6-1量子力學的基本概念 94： 

        一般來說處理複雜問題的理論學說時，其理論背後都有一些基 

本規則，而這些規則無法由既有的理論推導得到，而是先作一個正 

確的假設，稱為公理 (postulate)，而公理的正確性是根據由公理所 

推衍出來的結果與實驗觀察的結果符合。量子力學也是建立在一些 

公理上，而不是構築在當時既有物理理論的基礎之上。建立量子力 

學的公理有六項： 

公理一：一個系統的狀態是由座標與時間的函數ψ來描述，此函數 

ψ稱為狀態函數 (state function)或波函數 (wave function)。波

函數包含了所有可以決定系統的參數（即系統的各個物理

量），一個有意義的波函數必須具備三個要素： 

        (1) 為一對一函數，具有單一值 (single-valued)； 

        (2) 為連續函數 (continuous)； 

        (3) 函數平方可積分 (quadratically integrable)。  

公理二：在每個物理可觀測性的性質，均對應到一個線性的 

Hermitian 運算子 (operator)。此運算子以直角座標系和相對
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應之線性動量組成之形式，每個座標 x以 x ⋅表示，動量組成

xp 以運算子 i
x
∂

∂
h
表示，寫成物理可觀測性的古典力學表示法 

。  

公理三：由物理可觀測的性質B做量度，所得到的可能物理量為方 

程式 ˆ
i i iBg b g= 中之 ib。 B̂為根據性質 B所寫成的運算子，而 

特徵函數 (eigenfunction) ig 必須是具有良好特性的函數。 

公理四：如果 B̂為任意可描述物理可觀測之性質的線性 Hermitian 

運算子，則 B̂之特徵函數 ig 會形成一個完整的集合 (complete 

set)。 

公理五：若在時間 t， ( , )q tψ 為系統常態化的狀態函數，則在時間 t時 

，物理可觀測性 B的平均值為 

µB B dψ ψ τ= ∗∫                                                (6.1.1) 

公理六：於一個未受干擾的系統中，隨時間發展的狀態函數，可由 

與時間有關的薛丁格方程式 (Schrodinger time-dependent 

equation) 而得， 

                   Ĥ
i t

ψ
ψ

∂
− =

∂
h                                                                       (6.1.2) 
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            其中 Ĥ為系統的 Hamiltonian運算子。 

        因此根據量子力學的六項公理，若能得到一個系統的波函數， 

則此系統的許多物理量，均可由相對於這些物理量的運算子，與系 

統的波函數作用之後，經由薛丁格方程式 ˆ
i i iH Eψ ψ= 的解而得到。其 

中 Ĥ為微分運算子，代表系統的總能量， iE 為各狀態之能量， iΨ 為 

系統波函數。  

         Hamiltonian運算子 Ĥ，如同古典力學一般，包含了動能運算子

T̂與位能運算子V̂，為動能運算子與位能運算子之和。 

           ˆ ˆ ˆH T V= +                                                                                     (6.1.3) 

其中動能運算子與位能運算子分別展開為 

            
2 2 2 2

2 2 2

1ˆ ( )
2 i i i i i

T
m x y z

∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂∑h                                                    (6.1.4)   

            ˆ ( )i j

i j i ij

e e
V

r>

= ∑∑                                                                            (6.1.5) 

            i代表第 i個粒子， 

動能 µT為所有 i個粒子的動能和， 

im代表粒子 i的質量， 

ie代表第 i個粒子的電荷量， 
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je 代表第 j個粒子的電荷量，       

            ijr 為粒子 i與 j之間的距離。 

        由表示系統總能量 Hamiltonian運算子 Ĥ所寫成的薛丁格方程

式，因為位能部分的電子間的排斥力項，包含了兩個電子的座標， 

在解方程式時，無法用變數分離法來求得精確解，只能求得近似解 

。任何分子的薛丁格方程式，均有許多對應不同駐留狀態 (stationary 

state) 的解，其中對應到最低能量狀態的稱為基態 (ground state)。 
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§6-2 Born-Oppenheimer approximation94 

        在分子系統中，假設原子核與電子為個別單一點質量，且忽略 

自旋軌域 (spin-orbit) 及其他相對效應 (relativistic interaction) ，則分 

子的 Hamiltonian運算子可以表示成 

2 22 2 2
2 21ˆ

2 2 i
i i i j ie i ij

Z Z e Z e eH
m m r r r

α β α
α

α α β α αα αβ α> >

= − ∇ − ∇ + − +∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑h h        

(6.2.1)    

            α及 β代表原子核， 

             i及 j代表電子， 

            第一項為原子核的動能運算子， 

            第二項為電子的動能運算子， 

            第三項為原子核之間排斥力的位能， 

            rαβ為原子序 Zα之原子核與原子序 β間之距離， 

           第四項為原子核與電子之間吸引力的位能， 

            irα為原子核α與電子 i之間的距離， 

           最後一項為電子之間排斥力的位能， 

           ijr 為電子 i與 j之間的距離。 
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        分子系統的波函數與能量由薛丁格方程式表示為 

           ˆ ( ) ( )i iH q q E q qα αψ ψ=                                                                (6.2.2) 

其中 iq與 qα分別代表電子與原子核的座標物理量，分子的

Hamiltonian運算子處理起來是極為複雜的，因此需要有簡單的假設

條件來幫助解決問題。因為原子核的質量相對於核外電子的質量很 

大，且原子核相對於電子的運動極為緩慢，因此可以假設當電子移 

動時，原子核視為靜止不動，以古典的方式來說，當電子移動時的 

時間範圍內，原子核組態的影響可忽略，所以在式 (6.2.1) 中省略原

子核動能項，而得到一個單純電子移動的薛丁格方程式： 

            ˆ( )el nn el elH V Uψ ψ+ =                                                                   (6.2.3) 

其中 ˆ
elH 為純電子的 Hamiltonian運算子，可表示為 

            
22 2

2ˆ
2el i

i i i j iw i ij

Z e eH
m r r

α

α α >

= − ∇ − +∑ ∑∑ ∑∑h                                    (6.2.4) 

在電子 Hamiltonian運算子 ˆ
el nnH V+ 中包含了原子核間的排斥力項，而

此項可以表示為 

             
2

nn

Z Z e
V

r
α β

α β α αβ>

= ∑∑                                                                   (6.2.5) 

而式 (6.2.3) 中得到的能量U為包含了內核斥力 (internuclear repulsion) 
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的電子能，且原子核間之距離 rαβ並非變數，而是一個在某定數值的

修正值。可能的原子核組態有無限多種，而每解一個電子的薛丁格方

程式可以得到一組電子波函數與其相對應的電子能，且每個得到的波

函數與電子能分別對應到不同的電子態。而解得的電子波函數 elψ 為

電子座標 iq與原子核座標 qα的函數，能量U為原子核座標 qα的函數，

其關係式為 

            , 1 2( , )el el n q qψ ψ= ； ( )nU U qα=                                                    (6.2.6) 

其中 n為電子量子數。式 (6.2.3) 的電子薛丁格方程式中，變數為電子

座標，而 nnV 在一原子核組態下為定數，與原子核座標無關，故在解

電子薛丁格方程式時，可將 nnV 項省略。（在解方程式的過程中，常

數項C並不影響波函數，且得到的能量特徵值僅會減少一定值C。 

）因此式 (6.2.3) 省略掉 nnV 後得到方程式： 

            ˆ ( ) ( )el el i el el iH q q E q qα αψ ψ=                                                         (6.2.7) 

解得之特徵值 elE 為純電子能 (pure electronic energy) ，僅與原子核座

標 qα有關。 

         分子系統中電子能U與純電子能 elE 的關係為 

             el nnU E V= +                                                                             (6.2.8) 
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將原子核的相關位置條件代入式 (6.2.5) 中得到 nnV ，與以該原子核 

組態解得的式 (6.2.7) 特徵值相加而得到該原子核組態的電子能。  
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§6-3 變分定理 (Variation Theorem)94 

        一個 Hamiltonian運算子 Ĥ為與時間無關，最低能量特徵值為 

1E 的系統，假設φ為任一常態化 (normalized)、具有良好特性  

(well-behaved) 的系統粒子座標函數，且滿足問題的邊界條件 

(boundary condition) ，則 

           1Ĥ d Eφ φ τ∗ ≥∫ ，     φ  is normalized                                         (6.3.1) 

       變分定理允許計算邊界條件上的系統基態能量，證明式 (6.3.1)，

將φ以 Ĥ之特徵方程式的完整 (complete)、正交法化 (orthonormal) 集

合項展開，為一個駐留狀態特徵方程式 (stationary-state eigenfunction) 

kψ 的線性組合，且符合問題的邊界條件。 

             k k
k

aφ ψ= ∑                                                                              (6.3.2) 

其中 

            ˆ k k kH Eψ ψ=                                                                              (6.3.3) 

將式 (6.3.3) 的φ代入式 (6.3.1) 中，得到下式： 

            * * * * *ˆ ˆ ˆ
k k j j k k j j

k j k j
H d a H a d a a H dφ φ τ τ τ= Ψ Ψ = Ψ Ψ∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫        (6.3.4) 

利用式 (6.3.3) 特徵方程式並假設瑕積分內交換是正確的，可以得到       
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* * * * * *ˆ ˆ
k k j j k j j k j k j j kj

k j k j k j
H d a H a d a a E d a a Eφ φ τ τ ψ ψ τ δ= Ψ Ψ = =∑ ∑ ∑∑ ∑∑∫ ∫ ∫  

                                                                                                          (6.3.5) 

其中使用了特徵方程式 kψ 的正交常態化 (orthonormality) ， kjδ 代表

Kronecker delta。上式總和完成於所有的 j之上，且與一般情況相

同，除了 j k= 的情況之外，其餘 Kronecker delta的 kjδ 項均為零，故 

可以得到 

            * * 2ˆ | |k k k k k
k k

H d a a E a Eφ φ τ = =∑ ∑∫                                            (6.3.6) 

當 1E 為µH的最低能量特徵值時，則會得到 1kE E≥ 。而式 (6.3.6) 中的

2| |ka 必為正值，將 2| |ka 乘到不等式 1kE E≥ 中，不用改變不等式符號 

的方向，因此不等式 2 2
1| | | |k k k

k k
a E a E≥∑ ∑ ，並將套用於式 (6.3.6) 中 

得到： 

            * 2 2 2
1 1

ˆ | | | | | |k k k k
k k k

H d a E a E E aφ φ τ = ≥ =∑ ∑ ∑∫                         (6.3.7) 

根據正交常態化的定義，又φ為常態化的函數，因此可以得到

* | 1k j kjd k jφ φ τ δ= = =∫ ，將式 (6.3.2) 套用取代於常態化條件的式子

中，則可以得到 

* * * * * *1 k k j j k j k j k j kj
k j k j k j

d a a d a a d a aφ φ τ ψ ψ τ ψ ψ τ δ= = = =∑ ∑ ∑∑ ∑∑∫ ∫ ∫  
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             21 | |k
k

a= ∑                                                                               (6.3.8) 

再將式 (6.3.8) 與式 (6.3.7) 結合即可得到式 (6.3.1) 的結果。 

        若函數φ並非一個常態化的函數，為了使其應用於變分定理，將

φ乘以一個常態化常數 N，將原式 (6.3.1) 中的φ以 Nφ代入會得到： 

             2 *
1

ˆ| |N H d Eφ φ τ ≥∫                                                                    (6.3.9) 

而常態化常數 N的大小由 * 2 *( ) | | 1N N d N dφ φ τ φ φ τ= =∫ ∫ 決定，故

2
*

1| |N
dφ φ τ

=
∫

，故未常態化之 Hamiltonian運算子 Ĥ表示式為 

            
*

1*

Ĥ d
E

d

φ φ τ

φ φ τ
≥∫

∫
                                                                         (6.3.10) 

其中φ為良好特性但非常態化的函數，且符合問題的邊界條件。 

        無論是在常態化或非常態化的 Hamiltonian運算子 Ĥ，所用的φ

稱為試驗變分函數 (trial variation function) ，而其積分式稱為變分積

分式 (variational integral) 。而為了獲得良好的能量近似解 1E ，變分法

處理問題的方式為：嘗試許多試驗變分方程式於變分積分式，而獲得

一個最低狀態能量，而此能量即為最佳能量近似解。  
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§6-4 微擾理論 (Perturbation Theory)94 

         假設有一個與時間無關的 Hamiltonian Ĥ，但無法解出其可能的

薛丁格方程式之符合邊界條件的特徵函數與特徵值， 

            ˆ n n nH Eψ ψ=  

            0 (0) 0 (0)ˆ
n n nH Eψ ψ=                                                                         (6.4.1) 

又假設 Hamiltonian Ĥ與可解得薛丁格方程式的系統 Hamiltonian 0Ĥ

只有很小的差別，以一維非簡諧振盪來說， 

            
2 2

2 3 4
2

1ˆ
2 2

dH kx cx dx
m dx

= − + + +
h                                                     (6.4.2) 

式 (6.4.2) 中的 Hamiltonian與簡諧振盪的 Hamiltonian 0Ĥ 相當接近， 

2 2
0 2

2

1ˆ
2 2

dH kx
m dx

= − +
h                                                                   (6.4.3)  

若式 (6.4.2) 中，常數項 c與 d極小，那麼可以預期非簡諧振盪的特徵

函數與特徵值非常接近簡諧振盪。因此以 Hamiltonian 0Ĥ 作為系統稱

為未受微擾系統 (unperturbed system) ，而以 Hamiltonian Ĥ作為系統

的稱為微擾系統 (perturbed system) ，兩者之間差異為一個微擾項 

(perturbation) ˆ 'H ， 

             0
ˆ ˆ ˆ 'H H H= +                                                                               (6.4.4) 
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對於非簡諧振盪來說，相對於簡諧振盪的微擾項為 3 4cx dx+ 。 

        於式 (6.4.5) 中， (0)
nE 與 (0)

nψ 稱為狀態n未受微擾能量與未受微擾

波函數。對於簡諧振盪 Hamiltonian為 0Ĥ 的系統，其振盪能 (0)
nE 為

1( )
2

n hv+ ，其中 n為非負的整數，上標 (0)指的並不是基態，而是未受

微擾系統。微擾理論可以應用於在任何狀態，而 n值代表被處理的狀

態。  

        微擾理論的主要目的是，將未知特徵值與特徵函數之微擾系統以

已知特徵值與特徵函數之未受微擾系統表示之。為了有助於問題的解

決，可以想像當給予一個未受微擾系統連續改變到微擾系統，微擾項

被漸漸地使用，在數學上，於式 (6.4.4) 中引入一個係數λ， 

            0
ˆ ˆ ˆ 'H H Hλ= +                                                                               (6.4.5) 

其中當 0λ = 時，代表為未受微擾系統，隨著λ逐漸增加，微擾項也隨

之變大，當 1λ = 時，微擾項的作用達到最大。引入λ的目的是為了方

便問題的處理，所以在問題處理的過程中，均以 1λ = 來處理。 

        微擾理論對於多重 (degenerate) 和非多重 (nondegenerate) 能階處

理方式有所不同，首先先討論非多重微擾理論。 
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§5-4-1 Nondegenerate Perturbation Theory 

        令 (0)
nψ 為特定未受微擾非多重系統，所對應的能量為 (0)

nE ，而當

(0)
nψ 加入微擾項而轉變成一個微擾系統時，令 nψ 為微擾系統波函數，

故微擾狀態的薛丁格方程式可寫成： 

            0ˆ ˆ ˆ( ') n n nH H H Eψ λ ψ ψ= + =                                                           (6.4.6) 

式中 Hamiltonian受係數λ的影響，且特徵函數 nψ 與特徵值 nE 也都與

係數λ有關， nψ 為係數λ與系統座標 q之函數， nE 只是單為係數λ的

函數， 

             ( , )n n qψ ψ λ= ； ( )n nE E λ=                                                         (6.4.7) 

將 nψ 與 nE 以λ次方的泰勒級數 (Taylor series) 展開， 

             
2 2

20
0 0 2!

n n
n n λ

λ λ

ψ ψ λ
ψ ψ λ

λ λ=
= =

∂ ∂
= + + +

∂ ∂
L                                        (6.4.8)    

             
2 2

20
0 0 2!

n n
n n

dE d EE E
d dλ

λ λ

λ
λ

λ λ=
= =

= + + +L                                        (6.4.9) 

根據前述的假設，當係數λ趨近於 0時， nψ 與 nE 趨近於 (0)
nψ 與 (0)

nE 。

於式 (6.4.8) 與式 (6.4.9) 以通式（式 (6.4.10) ）代入， 

( )

0

1
!

k
k n

n kk
λ

ψ
ψ

λ
=

∂
=

∂
， ( )

0

1
!

k
k n

n k

d EE
k d

λ
λ

=

= ， 1, 2, 3,k = L               (6.4.10) 
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則可以改寫成： 

            (0) (1) 2 (2) ( )k k
n n n n nψ ψ λψ λ ψ λ ψ= + + + + +L L                                (6.4.11) 

            (0) (1) 2 (2) ( )k k
n n n n nE E E E Eλ λ λ= + + + + +L L                                 (6.4.12) 

其中 1, 2, 3,k = L，而 ( )k
nψ 與 ( )k

nE 稱為波函數與能量的 k級修正，且假

定當 1λ = 時，式 (6.4.11) 與 (6.4.12) 收斂，且希望經由級數中前面少

數幾個微擾項，即可獲得接近真實波函數與能量的近似解。 

        假定 ( )k
nψ 已是常態化： (0) (0)| 1n nψ ψ = ，如將 ( )k

nψ 以 nψ 代入亦仍需

保持常態化，則式子條件需滿足 (0) | 1n nψ ψ = 。若 nψ 沒有滿足常態化

的條件，仍然可以將 nψ 乘以一個常態化常數
(0)

1
|n nψ ψ
，使得整體波

函數仍保持常態化。而條件式子 (0) | 1n nψ ψ = 被稱為中間常態化 

(intermediate normalization) ，目的是為了簡化式子的來源。而 nψ 乘 

以一個常態化常數後，並未改變其薛丁格方程式中能量的部分，所 

以使用中間常態化並不影響到能量的結果關係。 

        將式 (6.4.11) 以 (0)1 |n nψ ψ= 常態化的形式改寫表示， 

            (0) (0) (0) (1) 2 (0) (2)1 | | |n n n n n nψ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ= + + +L                   (6.4.13) 

若當λ在 0與 1的範圍內的所有值代入上式均成立，則等號兩邊的λ  
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次方項必須分別相等，故滿足當 ( )k
nψ 為常態化時， 0λ 項之係數為

(0) (0)1 |n nψ ψ= ，而 1λ 、 2λ 、…等項的係數均為 0， 

             (0) (1)| 0n nψ ψ = ， (0) (2)| 0n nψ ψ = ，……等等                     (6.4.14) 

因為當引入中間常態化時，波函數的修正項 ( )k
nψ 對於 (0)

nψ 互為正交，

所以積分值等於 0。 

        將式 (6.4.11) 與 (6.4.12) 代入式 (6.4.6) 薛丁格方程式，可以 

得到： 

0 (0) (1) 2 (2)ˆ ˆ( ')( )n n nH Hλ ψ λψ λ ψ+ + + +L  

               (0) (1) 2 (2) (0) (1) 2 (2)( )( )n n n n n nE E Eλ λ ψ λψ λ ψ= + + + + + +L L         (6.4.15) 

再將上式整理為λ次方項升冪排列的恆等式， 

0 (0) (0) 0 (1) 2 0 (2) (1)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ' ) ( ' )n n n n nH H H H Hψ λ ψ ψ λ ψ ψ+ + + + +L  

   (0) (0) (1) (0) (0) (1) 2 (2) (0) (1) (1) (0) (2)( ) ( )n n n n n n n n n n n nE E E E E Eψ λ ψ ψ λ ψ ψ ψ= + + + + + +L 

                                                                                                         (6.4.16) 

式 (6.4.16) 等號兩邊要相等，則對照λ的係數必須相等。上述所提 

及的只針對 0λ 項的係數，對於整體來說，只是確定未受微擾系統的 

部分理論與實際是一樣的，但是並無任何新的訊息，微擾理論的目 

的是找出修正項 1λ 、 2λ 、…等項對系統的影響，而隨著λ次方增大 
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，對系統的影響愈小，但所需處理的式子愈複雜，所以在此只介紹 

影響力較大的 1λ 與 2λ 項。 

        於式 (6.4.16) 中挑出 1λ 的係數來討論： 

             (0) 0 (1) (1) (0) (0) (1)ˆ ˆ' n n n n n nH H E Eψ ψ ψ ψ+ = +  

             0 (1) (0) (1) (1) (0) (0)ˆ ˆ 'n n n n n nH E E Hψ ψ ψ ψ− = −                                      (6.4.17) 

 

§6-4-1-1 一級能量修正 (The First-Order Energy Correction) 

        為了找到一級能量修正 (1)
nE ，於式 (6.4.17) 中乘以 (0)

mψ ∗，並對 

全體空間作積分，則可以得到 

(0) 0 (1) (0) (0) (1) (1) (0) (0) (0) (0)ˆ ˆ| | | | | ' |m n n m n n m n m nH E E Hψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− = −  

                                                                                                          (6.4.18) 

因為 0Ĥ 為 Hamiltonian運算子，所以將 Hermitian的性質套用在式

(6.4.18) 等號左邊第一項，則上式變成： 

(0) 0 (1) (1) 0 (0) (1) 0 (0)ˆ ˆ ˆ| | | | |m n n m n mH H Hψ ψ ψ ψ ψ ψ
∗ ∗

= =  

             (1) (0) (0) (0) (1) (0) (0) (0) (1)| | |n m m m n m m m nE E Eψ ψ ψ ψ ψ ψ
∗ ∗∗= = =       (6.4.19)      

當中我們使用了未受微擾項的薛丁格方程式 0 (0) (0) (0)ˆ
m m mH Eψ ψ= ，事實 

上 (0)
mE 是真實存在的，且 | |m n n m∗ = 。將式 (6.4.18) 以式 
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(6.4.19) 代入，並引入正交常態化方程式 (0) (0)|m n mnψ ψ δ= 於未受微擾 

的特徵函數中時，可以得到： 

            (0) (0) (0) (1) (1) (0) (0)ˆ( ) | | ' |m n m n n mn m nE E E Hψ ψ δ ψ ψ− = −                 (6.4.20) 

若m n= 時，上式等號左邊等於 0，則式 (6.4.20) 變成 

(1) (0) (0) (0) (0)ˆ ˆ| ' | 'n n n n nE H H dψ ψ ψ ψ τ∗= = ∫                                  (6.4.21) 

因此一級能量修正，是由微擾項 ˆ 'H 與適當的未受微擾之波函數積分

作用所得平均而得，令式 (6.4.12) 中 1λ = ，則系統的能量可以寫成： 

(0) (1) (0) (0) (0)ˆ 'n n n n n nE E E E H dψ ψ τ∗≈ + = + ∫                                    (6.4.22) 

 

§6-4-1-2 一級波函數修正 (The First-Order Wave-Function  

Correction) 

在式 (6.4.20) 中，若m n≠ ，則 

(0) (0) (0) (1) (0) (0)ˆ( ) | | ' |m n m n m nE E Hψ ψ ψ ψ− = − ，m n≠                (6.4.23) 

        為了找到一級波函數修正 (1)
nψ ，以 Hermitian運算子 0Ĥ 之完整、

正交常態集合的未受微擾特徵函數 (0)
mψ 來表示 (1)

nψ 。 

    (1) (0)
n m m

m
aψ ψ= ∑ ，其中 (0) (1)|m m na ψ ψ=                                 (6.4.24)  
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於式 (6.4.24) 中等號兩邊各乘以 (0)
mψ ∗，再對全體空間作積分即可以得

到 (0) (1)|m m na ψ ψ= 。將 (0) (1)|m m na ψ ψ= 代入式 (6.4.22) 中可以得到， 

            (0) (0) (0) (0)ˆ( ) | ' |m n m m nE E a Hψ ψ− = − ，m n≠                               (6.4.25) 

根據假設， (0)
nE 是非多重性的 (nondegenerate) ，因此當m n≠ 時，

(0) (0)
m nE E≠ ，因此我們可以將上式分別除以 (0) (0)( )m nE E− ，會得到 

            
(0) (0)

(0) (0)

ˆ| ' |m n
m

n m

H
a

E E

ψ ψ
=

−
，m n≠                                                   (6.4.26) 

式 (6.4.24) 中，除了 (0)
nψ 的線性組合係數 na 之外， (1)

nψ 展開式的線性

組合係數 ma 均可由式 (6.4.26) 求得。而由式 (6.4.24) 中的第二個方程

式可以得 (0) (1)|n n na ψ ψ= 。根據中間常態化的敘述中提到，

(0) (1)| 0n nψ ψ = ，又波函數修正項與 (0)
nψ 互為正交，所以

(0) (1)| 0n n na ψ ψ= = 。故將式 (6.4.26) 代入式 (6.4.24) 中可以得到一級波

函數修正，  

            
(0) (0)

(1) (0)
(0) (0)

ˆ| ' |m n
n m

m n n m

H

E E

ψ ψ
ψ ψ

≠

=
−∑                                                 (6.4.27) 

令式 (6.4.11) 中 1λ = 時，則加入一級波函數修正的微擾波函數近似 

值為： 
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(0) (0)

(0) (0)
(0) (0)

ˆ| ' |m n
n n m

m n n m

H

E E

ψ ψ
ψ ψ ψ

≠

≈ +
−∑                                         (6.4.28) 

 

§6-4-1-3二級能量修正 (The Second-Order Energy Correction) 

         於式 (6.4.16) 中挑出 2λ 項的係數來討論， 

             0 (2) (0) (2) (2) (0) (1) (1) (1)ˆ ˆ 'n n n n n n n nH E E E Hψ ψ ψ ψ ψ− = + −                        (6.4.29)  

於上式中乘以 (0)
mψ ∗，並對全體空間作積分，則可以得到 

                (0) 0 (2) (0) (0) (2)ˆ| | |m n n m nH Eψ ψ ψ ψ−  

             (2) (0) (0) (1) (0) (1) (0) (1)ˆ| | | ' |n m n n m n m nE E Hψ ψ ψ ψ ψ ψ= + −             (6.4.30) 

在此式 (6.4.30) 中，積分式 (0) 0 (2)ˆ| |m nHψ ψ 的結果與式 (6.4.19) 相同，

只是將 (1)
nψ 用 (2)

nψ 代替，所以得到： 

            (0) 0 (2) (0) (0) (2)ˆ| | |m n n m nH Eψ ψ ψ ψ=                                           (6.4.31) 

        將式 (6.4.31) 與未受微擾函數正交常態化性質引入式 (6.4.30)中，

則可以得到 

(0) (0) (0) (2) (2) (1) (0) (1) (0) (1)ˆ( ) | | | ' |m n m n n mn n m n m nE E E E Hψ ψ δ ψ ψ ψ ψ− = + −  

                                                                                                           (6.4.32) 

當m n= 時，上式等號左邊等於 0，整理之後得到： 
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             (2) (1) (0) (1) (0) (1)ˆ| | ' |n n n n n nE E Hψ ψ ψ ψ= − +  

             (2) (0) (1)ˆ| ' |n n nE Hψ ψ=                                                            (6.4.33) 

根據中間常態化的內容敘述， (0) (1)| 0n nψ ψ = ，所以最終結果為式 

(6.4.33) 第二個方程式所述。由此結果可知，欲得到二級能量修正 

，只需要知道一級波函數修正，即可求得。事實上，由一級波函數 

修正得到的訊息，就足夠決定三級能量修正，一般來說，只要知道 

k級波函數修正，就可以知道 2 1k + 級的能量修正。 

       將式 (6.4.27) 代入式 (6.4.33) 中，因為係數 ma 為常數，所以可以

將其移至積分式之外，因此可以得到： 

            
(0) (0)

(2) (0) (0)
(0) (0)

ˆ| ' |
ˆ| ' |

m n
n n m

m n n m

H
E H

E E

ψ ψ
ψ ψ

≠

=
−∑                               (6.4.34) 

而當 ˆ 'H 為 Hermitian時，則 

            (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)ˆ ˆ ˆ ˆ| ' | | ' | | ' | | ' |m n n m m n m nH H H Hψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
∗

=  

                                                             (0) (0) 2ˆ| | ' | |m nHψ ψ=             (6.4.35) 

且 

            
(0) (0) 2

(2)
(0) (0)

ˆ| | ' | |m n
n

m n n m

H
E

E E

ψ ψ

≠

=
−∑                                                  (6.4.36)  
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同樣是以未受微擾函數與能量來表示二級能量修正。 

        所以於式 (6.4.12) 中，加入二級能量修正項後，則微擾狀態的能

量近似解為 

             
' 2

(0) '
(0) (0)

| |mn
n n mn

m n n m

HE E H
E E≠

≈ + +
−∑                                                (6.4.37) 

其中所有積分式都在未受微擾常態化波函數的範圍內。 

 

§6-4-2 簡併態量態的微擾理論  

(Perturbation Theory for a Degenerate Energy Level) 

        考慮一個利用微擾理論處理一 d多重態能階的問題，因為是 d多

重態，所以有相對應 d個線性獨立未受微擾波函數 (linearly 

independent unperturbated wave function) 。這些 d個多重狀態分別標示

為 1，2，3，…， d，但不一定需要為最低層狀態。而未受微擾薛丁

格方程式為 

            0 (0) (0) (0)ˆ
n n nH Eψ ψ=                                                                    (6.4.38) 

所對應的能量為 

            (0) (0) (0)
1 2 dE E E= = =L                                                              (6.4.39) 

而微擾問題的薛丁格方程式與 Hamiltonian運算子分別為 
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            ˆ n n nH Eψ ψ=                                                                             (6.4.40)  

            0ˆ ˆ ˆ 'H H Hλ= +                                                                          (6.4.41) 

        當λ接近 0時，式 (6.4.40) 中的特徵值趨近於式 (6.4.38)  

中的特徵值，即 (0)
0lim n nE Eλ→ = 。但是當 0λ → 時，是否也同樣意味著

(0)
0lim n nλ ψ ψ→ = ？答案是不一定的。若 (0)

nE 為非多重態，且此特徵值 

的 0Ĥ 運算子，只有唯一一個常態化特徵函數 (0)
nψ ，則可以確定

(0)
0lim n nλ ψ ψ→ = 。然而若 (0)

nE 為 d多重態能階的特徵值，則任意線性組

合為式 (6.4.38) 的解，特徵值的答案為式 (6.4.39) ， 

            (0) (0) (0)
1 1 2 2 d dc c cψ ψ ψ+ + +L                                                         (6.4.42) 

在此被用來當成對應於多重態能階的特徵函數—“線性獨立常態化函

數集合”，並不是唯一的。由式 (6.4.41) 可以建立無限多組 d多重態

能階的線性獨立常態化特徵函數。當處理的問題愈接近未受微擾系

統，則每一個線性獨立組合也愈相近。對於那些對應於 d多重態未受

微擾系統的微擾特徵函數，當λ接近 0時，其愈接近未受微擾特徵函

數的線性組合。 

            (0)

0 1
lim

d

n i i
i

c
λ

ψ ψ
→

=

= ∑ ，1 n d≤ ≤                                                       (6.4.43) 
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        對於多重態微擾理論，目的在於決定微擾項 ˆ 'H 的正確第零級波

函數 (correct zeroth-order wave functions) ，以 (0)
nφ 表示， 

             (0) (0)

0 1
lim

d

n n i i
i

c
λ

φ ψ ψ
→

=

= = ∑ ，1 n d≤ ≤                                            (6.4.44)  

上式中，每個不同函數 (0)
nφ ，都有不同的係數組合，而第零級波函數

之正確集合由微擾項 ˆ 'H 來決定。 

         處理 d重態的過程與處理非多重態的方式一樣，只是將 (0)
nψ 以 

(0)
nφ 代替，所以式 (6.4.11) 與 (6.4.12) 可以改寫成 

           (0) (1) 2 (2) ( )k k
n n n n nψ φ λψ λ ψ λ ψ= + + + + +L L， 1, 2, ,n d= L      (6.4.45)   

           (0) (1) 2 (2) ( )k k
n d n n nE E E E Eλ λ λ= + + + + +L L， 1, 2, ,n d= L      (6.4.46) 

同樣將式 (6.4.45) 與 (6.4.46) 代入方程式 ˆ
n n nH Eψ ψ= 中，則可以得到 

0 (0) (1) 2 (2)ˆ ˆ( ')( )n n nH Hλ φ λψ λ ψ+ + + +L  

             (0) (1) 2 (2) (0) (1) 2 (2)( )( )d n n n n nE E Eλ λ φ λψ λ ψ= + + + + + +L L             (6.4.47)  

        計算上式中 0λ 項的係數，可以得到 0 (0) (0) (0)ˆ
n d nH Eφ φ= ，而每一個線

性組合 (0)
nφ （ 1, 2, ,n d= L ）為 0Ĥ 的特徵函數，其特徵值為 (0)

dE ，但 

此方程式並沒有提供任何新訊息。 

         計算 1λ 項的係數，可以得到 
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             0 (1) (0) (0) (1) (1) (0)ˆ ˆ 'n n d n n nH H E Eψ ψ ψ ψ+ = +  

             0 (1) (0) (1) (1) (0) (0)ˆ ˆ 'n d n n n nH E E Hψ ψ ψ ψ− = − ， 1, 2, ,n d= L            (6.4.48) 

於式 (6.4.48) 中乘以 (0)
mψ ∗，並對全體空間作積分，其中m為在考慮 d

多重態未受微擾層次中的其中一個，也就是1 m d≤ ≤ ，則可以得到 

(0) 0 (1) (0) (0) (1) (1) (0) (0) (0) (0)ˆ ˆ| | | | | ' |m n d m n n m n m nH E E Hψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− = −  

                                                                                                          (6.4.49) 

        根據式 (6.4.19) ，可以得到 (0) 0 (1) (0) (0) (1)ˆ| | |m n m m nH Eψ ψ ψ ψ= ，由式 

(6.4.39) ，在1 m d≤ ≤ 時， (0) (0)
m dE E= ，所以

(0) 0 (1) (0) (0) (1)ˆ| | |m n d m nH Eψ ψ ψ ψ= ，故式 (6.4.49) 等號左邊等於 0，所以

方程式可以改寫成 

             (0) (0) (1) (0) (0)ˆ| ' | | 0m n n m nH Eψ φ ψ φ− = ， 1, 2, ,m d= L           (6.4.50) 

將 (0)
nφ 以式 (6.4.44) 代入，則可以得到 

             (0) (0) (1) (0) (0)

1 1

ˆ| ' | | 0
d d

i m i n i m i
i i

c H E cψ ψ ψ ψ
= =

− =∑ ∑                         (6.4.51)  

對於多重層次的第零級波函數 (0)
iψ ，總是選擇正交常態化，可以表示 

成 

            (0) (0)|m i miψ ψ δ=                                                                     (6.4.52)  
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當m與 i的範圍均介於 1與 d之間時，式 (6.4.51) 變成： 

            (0) (0) (1)

1

ˆ[ | ' | ] 0
d

m i n mi i
i

H E cψ ψ δ
=

− =∑ ， 1, 2, ,m d= L                 (6.4.53)    

上式為在式 (6.4.44) 中， d個未知係數 1c， 2c ，…， dc 的 d個線性齊 

次方程式的集合，將式 (6.4.53) 逐一寫出，可以得到： 

            

' (1) ' '
11 1 12 2 1

' ' (1) '
21 1 22 2 2

' ' ' (1)
1 1 2 2

( ) 0
( ) 0

( ) 0

n d d

n d d

d d dd n d

H E c H c H c
H c H E c H c

H c H c H E c

− + + + =
+ − + + =

+ + + − =

L
L

LLLLLLLLLLLLLLLL
L

 

            ' (0) (0)ˆ| ' |mi m iH Hψ ψ≡                                                             (6.4.54) 

         若由上式線性齊次方程式的集合所寫成的行列式要有非明顯解 

(nontrivial solution) 時，即除了 0之外，還有其他解，則未知數的係

數所成的方陣行列式值必須為 0。 

            (0) (0) (1)ˆdet( | ' | ) 0m i n miH Eψ ψ δ− =                                             (6.4.55) 

            

' (1) ' '
11 12 1

' ' (1) '
21 22 2

' ' ' (1)
1 2

0

n d

n d

d d dd n

H E H H
H H E H

H H H E

−
−

=

−

L
L

L L L L
L

                              (6.4.56) 

式 (6.4.56) 稱為 secular方程式，為 (1)
nE 的 d階代數方程式，所以能夠

解得 d個根 (1)
1E ， (1)

2E ，…， (1)
dE ，分別為 d多重態未受微擾層次的第
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一級能量修正項。若這些根都不相同，則第一級微擾修正項，將 

把 d多重態未受微擾層次分成 d個不同微擾層次的能量。  

            (0) (1)
1dE E+ ， (0) (1)

2dE E+ ，…， (0) (1)
d dE E+                                (6.4.57)   

若在 secular方程式中，有任意兩個或多個根具有同一個解，則其多

重性就不完全是第一級，但是在此部分假設所有的根都不相同。 

        於式 (6.4.56) 找到 d個第一級能量修正後，回到式 (6.4.54) 方程

式的集合中，找出哪些決定第零級波函數修正項的未知係數 ic。為了

找出對應於根為 (1)
nE 的第零級函數修正項， 

            (0) (0) (0) (0)
1 1 2 2n d dc c cφ ψ ψ ψ= + + +L                                                (6.4.58) 

解式 (6.4.54) ，將 2c ， 3c ，…， dc 整理成以 1c來表示，並利用常態化的

條件，解得 1c。 

             2 2 2 2
1 2

1
| | | | | | | | 1

d

k k
k

c c c c
=

= + + + =∑ L   

         經由 secular方程式解得的每個根 (1)
nE ， 1, 2, ,n d= L ，可以得到

不同係數集合 1c， 2c ， 3c ，…， dc ，而不同的係數集合對應到不同的

第零級波函數修正項，即為多重態微擾理論所要解決的問題。 
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§6-5 Hartree-Fock (HF) 方程式 94 

         Hartree-Fock理論是以量子力學的變分法為基礎，假設φ為任 

一電子座標的反對稱常態化 (antisymmetric normalized) 方程式，則 

能量可根據此方程式所寫成的積分式來獲得，其積分範圍為所有電 

子的座標。 

            * ˆ'E H dφ φ τ= ∫                                                                             (6.5.1)  

若φ恰好為系統電子基態的真正波函數ψ，則φ將滿足薛丁格方

程式 Ĥ Eψ ψ= ，且解得的特徵值 'E 也為其真正的能量E。 

*'E E d Eψ ψ τ= =∫                                                                      (6.5.2) 

然而若φ為任意其他常態化的反對稱函數，而非真正波函數，則

由此求得的能量 'E 會大於真正能量 E。 

    * ˆ'E H d Eφ φ τ= >∫                                                                       (6.5.3) 

        同樣此規則套用在φ的反對稱分子軌域方程式結果相同，依式 

(6.5.1) 所得到的 'E 會高於 E許多。 

        變分法能夠應用於以單行行列式波函數來決定最佳軌域。旋則 

一個針對的軌域展開式，線性組合係數為
i

Cµ 的基礎集合，而 i
Cµ 可調

整期望的能量值 'E 為最小化。 
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1

N

i iCµ µ
µ

ψ φ
=

= ∑                                                                             (6.5.4) 

而且在限制項目中加入單行行列式波函數與特定基礎集合，所得到 

的期望能量 'E 會愈可能地接近真正能量 E。因此就能量的觀點而言 

，一個好的單行行列式波函數為：找到一對應最低能量的線性組合 

係數
i

Cµ ，以下列變分方程式來表示： 

             
,

' 0
i

E
Cµ

∂
=

∂
     for all µ , i                                                          (6.5.5) 

        Hartree-Fock理論在特殊的例子中，例如受限制的開放殼層 

(restricted open-shell) 波函數中，函數中包括多重行列式波函數，若在

未受限制的開放殼層 (unrestricted open-shell) 波函數中，所有 Hartree-

Fock波函數均為單行行列式。因此為了解決大部分的問題，將

Hartree-Fock理論均以單行行列式表示，並且找到一個自旋軌域 (spin 

orbital) 集合{ }aχ ，而由電子 Hamiltonian ˆ elH 所描述的 N個電子系統之

基態最有可能的近似解即為這些自旋軌域組合而成的單行行列式， 

            0 1 2| | a b Nψ χ χ χ χ χ= LL LL                                                     (6.5.6) 

而且根據變分定理，能使電子能最小化者即為最佳自旋軌域， 
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                0 0 0
1| | | | | |
2el

a ab
E H a h a ab abψ ψ= = +∑ ∑             

            1| | [ | ] [ | ]
2a ab

a h a aa bb ab ab= + −∑ ∑                                             (6.5.7) 

在此過程中，可以有系統地改變自旋軌域，限制其保持正交常態化， 

直到獲得的能量 0E 為最小化。 

            |a b abχ χ δ=                                                                               (6.5.8) 

利用上述方法，不僅能夠獲得符合最佳自旋軌域定義的方程式，還 

可以獲得一個最低能量 0E ，而獲得的最佳自旋軌域方程式即為

Hartree-Fock積分—微分方程式。 

2 1 * 1
2 12 2 12(1) (1) [ | (2) | ] (1) [ (2) (2) ] (1) (1)a b a b a a a a

b a b a
h dx r dx rχ χ χ χ χ χ ε χ− −

≠ ≠

+ − =∑ ∑∫   

                                                                                                      (6.5.9)  

其中第一項中的 (1)h 為單一電子（電子 1）與原子核之間吸引的動能

與位能，而自旋軌域 aχ 的軌域能量為 aε ， 

            2

1

1(1)
2

A
i

A A

Zh
r

= − ∇ − ∑                                                                  (6.5.10) 

        式 (6.5.9) 中，等式左邊的第二項與第三項涉及所有b求和，此兩

項為單行行列式 Hartree-Fock理論所表示的電子—電子間的作用力。

若將此兩項自式 (6.5.9) 中捨去，則式 (6.5.10) 會變成簡單的單電子原
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子系統之自旋軌域態的單電子薛丁格方程式， 

             (1) (1) (1)a a ah χ ε χ=                                                                   (6.5.11) 

被省略的兩項中，第一項為庫倫項 (coulomb) ，以 Hartree產物波函

數式呈現，而非反對稱 Hartree產物波函數 (Slater行列式) 形式，而

省略的第二項為交換項 (exchange) ，因行列式波函數的自然反對稱 

而出現。 

        庫倫項有一個簡單的詮釋：在一個正確的理論中，庫倫作用力 

是由雙電子運算子 1
ijr − 所表示。於 Hartree或 Hartree-Fock近似法中，

如式 (6.5.9) 所示，電子 1在自旋軌域 aχ 所感應到的單電子庫倫的位

能為 

             2 1
2 12(1) | (2) |coul

a b
b a

v dx rχ −

≠

= ∑∫                                                   (6.5.12) 

式 (6.5.12)中，假設當電子 2佔據自旋軌域 bχ ，由電子 1所感應到以

及與電子 2瞬間位置相關的雙電子位能 1
ijr − ，可由單電子位能取代。

而此單電子位能可經由平均電子 1與電子 2間的作用力 1
ijr − ，於電子 

2所有空間與自旋座標 2x ，與電子 2佔據 2x 之單位體積 2dx 的或然率 

加權而得。而將所有b a≠ 的值相加，可獲得由其他自旋軌域的 1N −  
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個電子作用於 aχ 自旋軌域上電子的總平均位能。由上述的解釋，可 

以定義一個庫倫運算子，代表自旋軌域 bχ 中單一電子在自旋座標 1x  

所造成的平均區域位能。 

            2 1
2 12(1) | (2) |b bJ dx rχ −= ∫                                                           (6.5.13) 

        式 (6.5.9) 中的交換項，是因為單行行列式的自然反對稱而產

生，但是其中有一個奇怪的形式，不像庫倫項有一個簡單古典力學 

的解釋，然而可將式 (6.5.9) Hartree-Fock方程式寫成特徵值方程式 

            [ (1) (1) (1)] (1) (1)b b a a a
b a b a

h J K χ ε χ
≠ ≠

+ − =∑ ∑                                      (6.5.14) 

並引入一個交換運算子 (exchange operator) (1)bK ，由其作用在一自旋

軌域 (1)aχ 的影響來定義。 

            * 1
2 12(1) (1) [ (2) (2)] (1)b a b a bK dx rχ χ χ χ−= ∫                                       (6.5.15) 

與式 (6.5.13) 的庫倫運算子結果作比較， 

            * 1
2 12(1) (1) [ (2) (2)] (1)b a b b aJ dx rχ χ χ χ−= ∫                                        (6.5.16) 

          對應於式 (6.5.16) ，在式 (6.5.15) 中，當 (1)bK 作用在 (1)aχ 上，於

1
12r − 右邊產生電子 1與電子 2的交換。交換運算子不近似於區域庫倫

運算子，因為在空間中一點 1x ，不存在一個單一定義在區域點的簡單
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位能 1( )bK x 。如式 (6.5.15) ， 1( )bK x 作用與在 1( )a xχ 全空間值有關，不單

單只是 1x 而已。對一個在 aχ 中的電子來說，庫倫位能 bJ 與交換位能 bK

的期望值分別為 

* 1 *
1 2 12(1) | (1) | (1) (1) (1) (2) (2) [ | ]a b a a a b bJ dx dx r aa bbχ χ χ χ χ χ−= =∫     (6.5.17) 

* 1 *
1 2 12(1) | (1) | (1) (1) (1) (2) (2) [ | ]a b a a b b xK dx dx r ab baχ χ χ χ χ χ−= =∫     (6.5.18) 

       另外以式 (6.5.19) 定義 Fock運算子 f ， 

           (1) (1) (1) (1)b b
b

f h J K= + −∑                                                            (6.5.19) 

故 Hartree-Fock方程式可以改寫成一般形式： 

           | |a a af χ ε χ=                                                                            (6.5.20)  

Fock運算子中， (1)h 稱為核心 Hamiltonian運算子 (core-Hamiltonian 

operator) ，庫倫運算子與交換運算子組合的部分為一個有影響力的單

電子位能運算子，被稱為 Hartree-Fock位能 (1)HFv ， 

            (1) (1) (1)HF
b b

b
v J K= −∑                                                               (6.5.21) 

式 (6.5.20) 的 Hartree-Fock方程式是一個以自旋軌域為特徵函數的特

徵值方程式，其解得的特徵值為自旋軌域能量。而此積分—微分方程

式所得的真正解稱為“真正的”Hartree-Fock自旋軌域。事實上，只
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有原子的積分—微分方程式才可能獲得真正解，而一般問題的解法都

是在自旋軌域展裁式中加入一組基礎函數，並解這一組矩陣方程式，

而當加入的基礎函數愈達到完整的階段時（例如達到 Hartree-Fock極

限），那麼得到的解才會接近真正的 Hartree-Fock自旋軌域。 

         Fock運算子中包含了庫倫運算子與交換運算子函數，為函數的

一種，與方程式的解{ }aχ 有關，故需將式 (6.5.20) 寫成線性特徵值方

程式，最好是以假—特徵值方程式 (pseudo-eigenvalue equation) 來描

述，事實上，Hartree-Fock方程式是一個非線性方程式，必須以迴圈

的方式來處理問題，以未知數 χ來求得近似解 aχ ，此處理的方式稱為

自洽場方法 (Self-consistent-field method; SCF) 。 
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§6-6 密度泛函理論 (Density Functional Theory; DFT)95 

由 Hohenberg與 Kohn兩位學者在 1964年所提出的密度泛函理 

論 (Density functional theory; DFT)，敘述多電子系統的基態性質， 

可由其基態電荷密度函數 ( )rρ
v
來決定，且電荷密度函數是唯一的， 

所有有關多電子系統的基態物理量皆可以其電荷密度函數來表示， 

且其所對應的外加位勢 (external potential) 也是唯一的，其證明過程

可由歸謬法證明如下： 

        若一多電子系統的外場位勢為 ( )extV r
v
，其 Hamiltonian的形式為 

extH T V U= + +                                                                         (6.6.1) 

            其中T為動能項，
2

1

1
2 2

N
i

i

pT
m=

= ∑   

             extV 為外場位勢項，
1

( )
N

ext ext
i

V V r
=

= ∑
v

 

             U為庫倫作用力項，
2

1 1( )

1
2 | |

N N

i j j i i j

eU
r r= = ≠

=
−∑ ∑ uv uv  

        假設基態波函數ψ為非簡併態 (nondegenerate state)，若有兩個 

不同的外場位勢 1V與 2V ，對應到同一個電荷密度函數 ( )rρ
v
，其中

3 3 3 2
1 2 2 1 1 2 2( ) | ( , , , , , , ) |N N Nr dr dr dr r s r s r sρ ψ= ∫ ∫ ∫
uv uv uv uuv

L K 。 
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        假設 1 2V V constant≠ + ， 1 2ψ ψ≠  

            1 1 1 1H Eψ ψ= ， 2 2 2 2H Eψ ψ=  

        因為基態波函數ψ為非簡併態，根據變分法原理，則 

            1 1 1 2 2 2| | | |H Hψ ψ ψ ψ< ， 1 2 1 2H H V V= + −  

            3
1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2| | | | ( ) ( )E H V V E d r V V rψ ψ ψ ψ ρ< + − = + −∫             (6.6.2)   

            3 3 2 3
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1( ( ) ( )) | ( , , , , ) | ( ( ) ( )) ( )N N Ndr dr V r V r r s r s dr V r V r rψ ρ− = −∫ ∫ ∫

uv uv uv uuv uv uv uv
L K  

           3
2 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1| | | | ( ) ( )E H V V E d r V V rψ ψ ψ ψ ρ< + − = + −∫                (6.6.3) 

由式 (6.6.2) 與 (6.6.3) 可得 3
1 2 1 2 1 2( ) ( )E E d r V V r E Eρ− < − < −∫ ，產生矛盾的

結果。 

        故當 1 2( ) ( )r rρ ρ=
v v

時， 1 2V V constant= +   

        因此當兩個基態具有不同的外場位勢時，不會對應到同一個基態 

電荷密度 ( )rρ
v
，即外場位勢由電荷分布密度函數決定唯一。 

        總之，一個多電子系統其總能量可以由電荷密度函數 ( )rρ
v
來表示 

： 

           [ ( )]total TE E rρ=
v

                                                                             (6.6.4) 
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           3 3 31 ( ) ( ')[ ( )] ( ) ( ) ' [ ( )] [ ( )]
2 | ' |T ext xc

r rE r V r r d r d rd r T r E r
r r

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ= + + +

−∫ ∫ ∫
v vv v v v v
v v  

                                                                                                                (6.6.5) 

其中 3 31 ( ) '( ) '
2 | ' |

r r d rd r
r r

ρ ρ
−∫ ∫

v v
v uv 為庫倫作用力項 

                     [ ( )]T rρ
v
為電子的動能項 

                    [ ( )]xcE rρ
v
為互換相關能量 (exchange-correlation energy) 

        上式電荷密度的選擇可由變分法將系統總能量 [ ( )]TE rρ
v
最小化，

並加上總電子數目固定（ 3( ') 'r d r Nρ =∫
v

）的束縛條件，可以得到： 

            3[ ( )] ( )( ) ' ( )
| ' |ext xc

T r rV r d r V r
r r

δ ρ ρ
µ

δρ
+ + + =

−∫
v vv v

v v                                    (6.6.6) 

            其中 3( ) '
| ' | H

r d r V
r r
ρ

=
−∫
v

v v  

                    [ ( )]( ) xc
xc

E rV r δ ρ
δρ

=
vv

 

                    µ為 Lagrange parameter 

        若將互換相關作用項移去，此時電子間只有 Hartree位勢 ( )HV r
v
的

作用，則系統回到 Hartree近似，可以得到一個等效於有效位勢之單

電子量子問題的偶合方程式，此即所謂的 Kohn-Sham方程式， 
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2

2[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
2 ext H xc i i iV r V r V r r r

m
ψ ε ψ− ∇ + + + =

v v v v vh                            (6.6.7) 

              2

1
( ) | ( ) |

N

i
i

r rρ ψ
=

= ∑
v v

，       ( )i rψ
v
為第 i個電子的波函數 

         式 (6.6.5) 中，互換相關能量 [ ( )]xcE rρ
v
的形式和整個系統的電子密

度分布有關，對多電子系統而言，要解決此問題太過於複雜，難以處

理其解。為了簡化互換相關能量的形式，Kohn與 Sham兩位學者在

1965年提出了局部密度泛函近似法 (Local density function 

approximation; LDA) 來解決。   
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§6-7 局部密度泛函近似法 (Local Density Function Approximation;  

LDA)96 

由§6-6節密度函數定理的推導，大致上把外場位勢與密度的函 

數關係架構起來，但是仍然留下了互換相關能量函數 [ ( )]xcE rρ
v
不能解

決。為了解決這個複雜的問題，Kohn與 Sham兩位學者在 1965年 

提出了局部密度近似法，解決了密度函數定理中，尚未能夠處理的 

函數形式。這兩位學者假設多電子系統中存在著互換相關密 ( )xc rε
v
，

假設空間中某一點的互換相關能量僅局部性的與此點所在位置的電子

密度有關，則系統的互換相關能量 [ ( )]xcE rρ
v
可以表示成： 

3[ ( )] [ ( )] ( )xc xcE r d r r rρ ε ρ ρ= ∫
v v v

                                                        (6.7.1) 

( ) ( [ ( )] ( ))xc xc
dV r r r

d
ε ρ ρ

ρ
=

v v v
                                                           (6.7.2)  

        空間中某一點 r
v
的 ( )xc rε

v
只與該點的 ( )rρ

v
有關，與該點附近的 ( )rρ

v

無關，所以可以用均勻電子雲之 ( )xc rε
v
與 ( )rρ

v
的關係來描述真實系統 

( )xc rε
v
與 ( )rρ

v
的關係。 

（1）互換能量密度 ( ( ))x rε ρ
v
： 

         經由 Hartree-Fock近似可以解得均勻電子雲時交換能量密度與 
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電荷密度的函數型式如下： 

           0.458( )x
s

r
r

ε
−

=
v

       sr 為原子半徑                                               (6.7.3) 

           3 14( ) ( )
3 sr rρ π −=

v
                          

           ⇒  
1
34( ) 0.458( ( ))

3x r rε πρ= −
v v

                                                          (6.7.4) 

        由上式可知，互換能量密度 ( )x rε
v
與電子密度 ( )rρ

v
的三分之一次方

成正比。 

（2）相關作用能量 ( )c rε
v
： 

          可以經由Monte Carlo方法對均勻電子雲的計算來求得： 

              0.1423( )
1 1.0529 0.3334c

s s

r
r r

ε
−

=
+ +

v
， 1sr ≥                                       (6.7.5)  

              ( ) 0.0311ln 0.048 0.002 ln 0.0116c s s s sr r r r rε = − + −
v

， 1sr <             (6.7.6) 

        最後，將所得的能量密度函數代入式 (6.7.6) 中，可以得到互換

相關位勢與電荷密度的關係如下： 

            ( ) [1 ]
3
s

xc xc
s

r dV r
dr

ε= −
v

                                                                  (6.7.7) 

        因此我們可以得到 ( )xcV r
v
與 ( )rρ

v
的關係式，在多電子系統中，只 

要給定系統始初的電荷密度，就可以算出各項位勢，求得有效位勢
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effV ，代入 Kohn-Sham方程式求解，可以得知各個能階及其對應的波

函數，再接著算出新的電荷密度，比較新的電荷密度與初始的電荷密

度，重複上述步驟運算，直到其差異小於我們可接受的限度為止，此

為自洽過程 (Self-Consistent-Filed Procedure; SCF)。 

詳細過程敘述如下：  

○1 給系統一個起始的電荷密度 ( )in rρ
v
。 

○2 利用電荷密度算出 Hartree位勢 ( )HV r
v
與互換相關位勢 ( )xcV r

v
得出有效

位勢 ( )effV r
v
。 

○3 解得單電子各個軌域在 Irreducible wedge of the Brillouin zone (IBZ) 

各個 k點的 Kohn-Sham方程式得出能階 nkε 與電子軌域的波函數

nkψ 。 

○4 求得費米能階 (Fermi energy, FE )。 

○5 由 nkψ 再加上對應能階中已填電子的加權參數 nkω ，求得電荷密度

2( ) | |
occ

out nk nk
nk

rρ ω ψ= ∑
v

。 

○6 判斷 ( )in rρ
v
與 ( )out rρ

v
的值是否滿足所設定的收斂條件，若收斂，即得

到基態電荷密度，若不收斂，則用混和方法 (mixing scheme) 產生 
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是 
否 

下一個起始電荷密度 1( ) (1 ) ( )i i i
in in outr rρ α ρ αρ+ = − +

v v
，重複上述流程，直 

到 ( )in rρ
v
與 ( )out rρ

v
的值滿足收斂條件。  

流程圖如下： 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解 Kohn-Sham方程式( )in rρ
v
 ( )effV r

v
 

求得 EF ( )out rρ
v
 

收斂否？ 

完成 

1( ) (1 ) ( )i i i
in in outr rρ α ρ αρ+ = − +

v v
 



 

 100 

§6-8 廣義梯度近似法 (Generalized Gradient Approximation; GGA)58 

        由於在 LDA理論中，我們將 xcε 寫成 ρ的函數，進一步的修正則

是加上電子電荷密度梯度，此即所謂的廣義梯度近似法 (Generalized 

Gradient Approximation; GGA) ，其表示式如下： 

            ( ) ( ( ),| ( ) |)xc xcr r rε ε ρ ρ= ∇
v v v

                                                            (6.8.1) 

        當我們要計算一些磁性系統的磁性性質時，如磁矩 (magnetic 

moment, Bµ ) 或超精細場 (magnetic content hyperfine fields) 時，我們就

必須考慮自旋極化的部分。此時電荷密度 ( )rρ
v
必須分成兩部分，上旋

密度 (spin-up density) ( )rρ↑

v
與下旋密度 (spin-down density) ( )rρ↓

v
， 

            ( ) ( ) ( )r r rρ ρ ρ↑ ↓= +
v v v

                                                                    (6.8.2) 

        根據§6-6節 Hohenberg-Kohn的理論 95，總能量應表示為自旋密

度 (spin density) 的函數， 

            ( ) ( , )E Eρ ρ ρ↑ ↓=                                                                        (6.8.3) 

如前幾節所述，可以將總能量的解寫成如下的形式： 

     3 3 31 ( ) ( ')( , ) ( ) ( ) ' ( , )
2 | ' |S Ne NN xc

r rE T d r r V r d rd r E E
r r

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ↑ ↓ ↑ ↓= + + + + +

−∫ ∫ ∫
v vv v
v v L 

                                                                                                             (6.8.4) 
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NeV 為庫侖相互作用能量，只與總電荷密度 ( )rρ
v
有關．而動能項與互 

換相關能量項就和兩個自旋密度有關，     

        根據變分法原理，我們可以產生自旋極化的 Kohn-Sham方程式

如下：     

            2
, , , ,

1[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
2 Ne H xc i i iV r V r V r r rσ σ σ σψ ε ψ− ∇ + + + =

v v v v v
                      (6.8.5)    

        其中σ為自旋標記 (spin-index) ，↑表示上旋，↓代表下旋，而自

旋密度為 

            , ,( ) ( ) ( )
occ

i i
i

r r rσ σ σρ ψ ψ∗= ∑
v v v

                                                             (6.8.6) 

互換相關位勢為 

            ,

( , )
( )

( )
xc

xc

E
V r

rσ
σ

δ ρ ρ
δρ

↑ ↓=
v

v                                                                (6.8.7) 

經過推導可以得知總能量為 

3 3
, ,

1( , ) ( )( ( )) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
2

occ

i xc H xc xc
i

E E r V r d r r V r r V r d rε ρ ρ ρ ρ ρ↑ ↓ ↑ ↑ ↓ ↓= + − − + +∑ ∫ ∫
v v v v v v

L  

                                                                                                           (6.8.8) 

        如果我們想知道基態電荷密度與基態能量，也可以透過 SCF的 

流程，來解上述的式子，其中的差別如下： 

○1 電荷密度改為上旋與下旋密度的相加。 
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○2 分解兩個自旋極化的 Kohn-Sham方程式，而在 Kohn-Sham方程式 

中的 Hamiltonian只有互換相關位勢與上旋及下旋密度有關。         

○3 在總能量的表示式中，互換相關能量 xcE 為上旋與下旋密度的函數 

，而動能項 ST 雖然與自旋相關但為未知函數，所以在其後的推導 

中消去。       
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§6-9 Bloch Theorem97 

    現有一個週期性的位勢函數（形如 ( ) ( )V r R V r+ =
v uv v

）， 

         ( ) exp( ) ( )r R ik R rψ ψ+ = ⋅
v uv v uv v

                                                                (6.9.1) 

其中 1 1 2 2 3 3R n a n a n a= + +
uv uv uuv uuv

。 

    Bloch theorem的證明如下： 

    設 ( ) ( )V x R V x+ =  

    則 ( ) exp( ) ( )x R ikR xψ ψ+ =  

    定義 RT （ RT 為一個 translation operation） 

    [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R RT H x x H x R x R H x x R H x T xψ ψ ψ ψ= + + = + =   

    所以[ , ] 0RT H =     
( )

n n n

R n n

H E
T C R

ψ ψ
ψ ψ

=
⇒  =

 

    所以 ( ) ( ) ( ) ( )RT x x R C R xψ ψ ψ= + =  

    2 2 2 2| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |x R dx C R x dx x dxψ ψ ψ+ = =∫ ∫ ∫  

    2| ( ) | 1C R =     2 3( ) [ ]( ) i R i R R RC R e eθ α β γ δ+ + + +⇒ = = L   

    2( ) ( 2 ) ( )a a aT T x x R T xψ ψ ψ= + =     ( ) ( ) (2 )C a C a C a⇒ =  

    ( ) ikaC a e=       2(2 ) ( ) ( ) i kaC a C a C a e= =   

    因此 ( ) ikRC R e=                                                                                    (6.9.2) 
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    Bloch theorem的另一種形式： 

    ( ) ( )i k r
k kr e u rψ ⋅=

v vv v
   其中 ( ) ( )u r R u r+ =

v uv v
                                                  (6.9.3) 

    證明： ( ) exp[ ( )] ( )k kr R ik r R u r Rψ + = ⋅ + +
v uv v uv v uv

 

                 exp( ) exp( ) ( )kik R ik r u r= ⋅ ⋅
v uv v v v

 

                exp( ) ( )kik R rψ= ⋅
v uv v

  

    Bloch theorem的三個特點： 

（1） nkψ 不是一個動量的 eigenstate，而 k
v

h 是一個晶體動量， 

     [ ( )] ( )i k r ik r
nk nk nk nk nkp e u r k e u r

i i i
ψ ψ ψ⋅ ⋅= ∇ = ∇ = + ∇

v v v vuv uv uv v v uv vh h hh                             (6.9.4) 

（2） k
v
可以被定義在 the First Brillouin Zone，  

     令 'k k G= +
v v uv

        

     因為 exp( ' ) exp[ ( ) ] exp( )ik R i k G R ik R⋅ = + ⋅ = ⋅
v uv v uv uv v uv

  

     所以 ' ' '( ) exp( ' ) ( ) exp( ) ( )nk nk nkr R ik R r ik R rψ ψ ψ+ = ⋅ = ⋅v v v
v uv v uv v v uv v

 

     因此 , ,

, ,

( ) ( )
n k G n k

n k G n k

r r

E E

ψ ψ
+

+

 =


=

v uuv v

v uuv v

v v

                                                                    (6.9.5) 

（3）當 Bloch theorem被使用在單一 primitive cell的晶體時，可以被

簡化成一個 Hermitian eigenvalue的問題， 
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     nk nk nkH Eψ ψ= ，       其中
2

2
( )

2
H U r

m
= − ∇ +

uv vh  

     令 ( ) exp( ) ( )nk nkr ik r u rψ = ⋅
v v v v

 

     
2 2

2
( ) [ ( )]

2 2
i k r

nk nkr e u r
m m

ψ ⋅− ∇ = − ∇ ⋅ ∇
v vuv v uv uv vh h       

               
2

[ ( )]
2

i k r
nk nke iku u

m
⋅= − ∇ ⋅ + ∇

v vuv v uvh   

               
2

2( ) ( )
2

i k r
nke ik u r

m
⋅= − + ∇

v v v uv vh  

     ( )k nk nk nkH u E u r=
v

     其中
2

2( ) ( )
2kH ik U r

m
= − + ∇ +

v uv vh                               (6.9.6)   

     界定週期性的邊界條件： ( ) ( )nk nku r u r R= +
v v uv

  

 

       經由上述三個特點，我們可以使用變分原理 (variation 

principle) ，簡化完整邊界條件值問題到一個簡單的矩陣對角化問題 

， 

           ( )k nk nk nkH u E u r=
v
，    其中

2
2( ) ( )

2kH ik U r
m

= − + ∇ +
v uv vh  

      選擇一個 basis function ( )n rχ
v
，其中 ( ) ( )n nr R rχ χ+ =

v uv v
        

           ( ) ( )k n n
n

u r C rχ= ∑
v v
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        在 | 1k ku u = 的限制條件下，將 | |k k ku H u 最小化， 

            | | | 0n n k m m n n m m
n m n ml l

C H C C C
C C

χ χ λ χ χ∗ ∗

∂ ∂
− =

∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑  

            ( ) 0n m nm n m nm
n m n ml l

C C H k C C S
C C

λ∗ ∗
∗ ∗

∂ ∂
− =

∂ ∂∑∑ ∑∑  

            ( ) 0lm m lm m
m m

H k C S Cλ− =∑ ∑                                                         (6.9.7) 

因此可以得到 ( ) 0H k C SCλ− =
v

…Matrix diagonalization problem，其中

1( ) | |lm k mH k Hχ χ= ， 1 |lm mS χ χ= ，波長λ愈小，愈準確。已知 ( )lmH k  

與 lmS 矩陣，就可以算出特徵值 1 2 3, , , Nε ε ε εL 與特徵向量

1 2 3, , , Nc c c cL ，得到各個能階與波函數。 
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§6-10 虛位勢法 (Pseudopotential Method)98 

        對於具有週期性的晶格系統而言，描述此系統的基函數必須滿 

足 Bloch theorem，故波函數可以寫成： 

            ( )1( ) nk i k G r
nk G

G
r eψ α + ⋅=

Ω
∑

v uuv vv
                                                       (6.10.1)  

        由於在固體中，各個原子的週遭環境對其核心電子的影響很弱 

，所以我們可以把原子核心電子的行為固定，而核心電子對其價電 

子的作用，則引用一個虛位勢來代替。在虛位勢法中，系統內的電 

子分為離子內的核心電子及離子外的價電子兩部分。虛位勢 psV 為離

子對價電子產生的外加位勢，可以表為裸離子虛位勢 ionV 的疊加，故

價電子的 pseudo-Hamiltonian可以寫成： 

            
2

2 ps HX
pH V V
m

= + +       HX H xcV V V= +  

            ( ) ( )ps ion j
R

V r V r r R= − −∑uv

v v uv uv
                                                          (6.10.2) 

            ( )ionV r
v
為非局部位勢，和角動量 l有關， 

            
2

0

ˆ( ) ( )ion l l
l

V r V r P
=

= ∑
v v

                                                                   (6.10.3)  

        lP為電子波函數在角分量上的投影算符 (projection operation) ，
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Hartree potential HV 滿足 Poisson equation： 

            2 ( ) 8 ( )HV r rπρ∇ = −
v v

                                                                      (6.10.4) 

        ( )rρ
v
為虛價電子密度。 xcV 可以由 LDA方法，視為虛價電子密度 

( )rρ
v
的函數。 

        在求 Hamiltonian矩陣時，將離子虛位勢 ionV 分為局部與非局部兩

部分， loc nl
ion ion ionV V V= + ， ( )HXV ρ 為虛價電子密度 ( )rρ

v
的函數，亦為局部 

函數，故 Hamiltonian可以重新表示為： 

            loc nlH T V V= + +        
2

2
pT
m

=                                                     (6.10.5)  

            2
'' | | | | G Gk G T k G k G δ+ + = + uuv uuv

v uv v uv v uv
                                                 (6.10.6) 

            ' | | ( ' )loc lock G V k G V G G+ + = −
v uv v uv uv uv

                                               (6.10.7) 

            ' | | ( ', )nl nlk G V k G V k G k G+ + = + +
v uv v uv v uv v uv

                                        (6.10.8) 
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§6-11 擾動彈簧模型 (Nudged Elastic Band; NEB)64-67 

         在一個多維度的參數系統中，存在很多個局部的能量低點（山

谷），想從一個能量低點走到另一個能量低點時，必須爬過一個能障 

，不同的反應路徑，則所通過的能障也不一樣。我們所關心的是如何

找到最低能障路徑。 

        擾動彈簧模型 (Nudged Elastic Band; NEB) 即是為了解決此種問

題而發展出來的方法。圖 (6-11-1) 是一個虛擬的二維位勢圖， A（左

上方起始點）與 B（右下方最終點）為局部的最小值（山谷），現在

想要找出一個通過 A與 B的最小能障，圖中虛線為計算路徑，我們在

路徑上選取的每個態都受到沿著這一個路徑的力，因此，當我們一開

始所選取的路徑偏離此曲線（如 A與 B的連線），我們可以藉由每個

態的受力情形，考慮其垂直於路徑方向的受力，透過 NEB的方法，

我們分別將 A與 B當作初始態及最終態，利用等分法將 A到B的位置

等分為八等分，其中包含了七個映像 (image) 。  

        對於任意兩個連續映像 1iR + 與 iR，其兩點連線切線的法向量為       

1 1

1 1

ˆ
| | | |

i i i i
i

i i i i

R R R R
R R R R

τ − +

− +

− −
= +

− −
                                                           (6.11.1) 

每個態分別受到兩個力，一個力平行於切線方向，另一個力是垂直於



 

 110 

切線（法線）方向，兩個力加總起來為 

             | ( ) |s
i i iF F V R ⊥= −∇P                                                                   (6.11.2) 

其中，真正的力為垂直於切線方向的外場位勢的作用力， 

             ˆ( ) | ( ) ( )i i i iV R V R V R τ⊥∇ = ∇ − ∇ ⋅                                                    (6.11.3) 

過渡態因為受到垂直於切線方向的外場位勢的作用力，而慢慢被推向

最小能量路徑，直到受力為零。 

此外，為了保持每個過渡態之間的距離，在沿著路徑的水平方向

上也有類似彈簧的受力行為，平行路徑方向的力為 

            1 1| [( ) ( )]s
i i i i iF k R R R R+ −= − − −P P    

1 1 ˆ ˆ[( ) ( )]i i i i i ik R R R R τ τ+ −= − − − ⋅                                                (6.11.4)  

        在圖 (6-11-1) 中可以看到在計算的過程中，中間七個映像因為會

受到垂直於切線方向的外場位勢的作用力，而慢慢偏向最小能量路

徑，圖中實線部分是利用等分法所找出的起始中間態，虛線部分則是

利用 NEB，經過五次移動，所算出的最小能量路徑。雖然圖中找到

的映像並不會剛好在馬鞍點 (saddle point) 上，但最小能量路徑確實有

經過馬鞍點，其所通過的能障也是最小的。 

        圖 (6-11-2) 中，表示 A到 B的路徑，所必須克服的能障變化。第



 

 111 

五個映像最靠近馬鞍點，相對於整個能量路徑的所有態而言，其能 

量最高，但對於其他能量路徑而言，利用 NEB所求得的能量路徑 

所需要克服的能障則為最低。 

 

 

 

 

 

 

 

 

        圖 6-11-1. 二維位勢圖 67    
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        圖 6-11-2. 反應路徑過程中，能障與受力的變化情形 67 
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§6-12 過渡態理論 (Transition State Theory)99 

        過渡態理論（或稱為活化複合物理論）提供了一個簡單的形式 

，經由混合位能曲面重要部分和動力統計學來獲得熱力學速率常數 

。過渡態理論除了以 Born-Oppenheimer近似法為假設之外，另外還

基於三個基本假設： 

        第一、假設在相空間裡存在一個將反應物與產物區隔開的介面 

，而此區隔的介面就落在過渡態，即在一個相連於反應物與產物之 

位曲面中最低能量路徑的最大值。任何一個由反應物為起始端的反 

應路徑經過此介面時，均被假設形成產物，所以通常被稱為非再交 

錯規則 (non-reprocessing rule) 。 

        第二、假設反應的平衡須保持在波茲曼能量分布 (Boltzmann 

energy distribution) 。 

        第三、反應系統的溫度與活化複合物之波茲曼能量分布有關， 

而活化複合物的定義為分子組成接近過渡態的超分子 

(supermolecular) 。 

        以簡單的反應模式 [ ]A B C products+ → →≠ 來看，根據上述的假

設，可將介於反應物與活化複合物之間的類平衡 (quasi-equilibrium) 



 

 114 

常數以下式來表示： 

             [ ] exp( )
[ ][ ]

C a

A B

a a

q
N N V Vq qA B

N V N V

β

≠

≠
≠= − ∆                                                 (6.12.1) 

其中
1

bk T
β = ， bk 為波茲曼常數，T為溫度， V ≠∆ 為反應物與過渡態之

間的能量障礙。[ ]A 與[ ]B 分別代表不同反應物的濃度，[ ]CN ≠ 為活化 

複合物的濃度， aN 為亞佛加厥數 (Avogadro number) ，V為體積， q≠  

、 Aq 與 Bq 項為各自總分布函數 (total partition function) 。 

        因為非再交錯規則的假設，每個經由反應物超始端的活化複合 

物最終將形成產物，因此產物生成速率可以展開為 

            [ ]CNr
τ

≠

=                                                                                 (6.12.2) 

其中τ為由反應物起始端的活化複合物的平均生命期。而τ 可以寫成 

             
v
δ

τ =                                                                                    (6.12.3) 

其中 v 為複合物經由反應座標移動通過寬度為δ之過渡態的平均速

度，而 v 另外也可以寫成 

            
0

2( ) bk Tv vg v dv
mπ

∞
= =∫                                                           (6.12.4) 



 

 115 

式中 ( )g v 為一個方向的麥斯威爾—波茲曼速度分布 (Maxwell-

Boltzmann speed distribution) ，可以寫成： 

            
2

( ) 2 exp( )
2 2b b

m mvg v
k T k Tπ

−
=                                                         (6.12.5) 

其中m為活化複合物的減縮質量。根據非再交錯的假設，此區域僅考

慮往前的反應速率。 

        在活化複合物的區域裡，作用在系統的合力接近於零，因此在這

個區域內，反應座標的移動近似於長度δ 的一維空間粒子移動，而一

維空間內粒子移動的能階為 

             
2 2

28n
h n
m

ε
δ

=                                                                                (6.12.6)  

而相關分布函數為   

             
1/ 2

1

(2 )1 exp( )
2 2

b
rc n

n

mk Tq
h

π
βε δ

∞

=

= − =∑                                          (6.12.7) 

因為活化複合物只考慮反應物起始端，所以式中加入係數
1
2
的目的 

是消去逆向反應的部分。 

        當沿著反應座標的移動被分開處理後，活化複合物的分布函數

'q≠，會具有較低級數的振盪自由度。 
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        將式 (6.12.1) 、 (6.12.2) 、 (6.12.3) 、 (6.12.4) 與 [ ][ ]r k A B= 相結

合，可以得到： 

            [ ]
[ ][ ]

CNk
A Bτ

≠

=  

              
'( / ) exp( )

( / )( / )

f
rc a

A a B B

v q q N V V
q N V q N V

β
δ

≠≠= − ∆  

              
'2 2 exp( )

b

b a a

a A B

k T
mk T N V N Vq m V

N V h q q
π δ π β

δ
≠≠= − ∆                            (6.12.8) 

通常在轉動分布函數中有一個用來說明方位不可區分性之相關對稱數 

(symmetry number) ，而這些對稱數被結合為一項，稱為反應對稱數 

，並標示成σ，代表由反應物可能接近活化複合物範圍之不可區分性

的數目。 

        最終過渡態速率方程式可以寫成： 

             
'

exp( )
a A B

qkTk V
h N q q

σ β ≠≠= − ∆                                                      (6.12.9) 

其中移動分布函數部分表示成每單位體積。而式中對稱數σ可以 fσ  

和 rσ 分別來表示： 

           1 2
f

NSYM(Reactan )* NSYM(Reactant )
NSYM(GTS)

σ =  
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              1 2
r

NSYM(Product )* NSYM(Product )
NSYM(GTS)

σ =                                  (6.12.10) 
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§6-13 VASP (Vienna Ab Initio Program) 簡介 54-56及使用心得： 

        VASP是使用位能勢和平面波基組，計算晶體表面塊材的性質。

原子的各種性質，如原子能階和磁性可以用量子力學來解釋說明，那

麼由數莫耳以上的原子所組成的晶體，是否也可以用量子力學的理論

來解釋？以求得晶體的能帶、晶格大小、電磁性、彈性係數等物理性

質。事實上，用量子力學的理論來描述巨觀的晶體時，並不是一件容

易的事。如果一個系統中有n個電子，那麼電子的波函數將有3n維個

方向來描述。若一個小分子含有 1000個電子，那麼需要 3000維方向

的波函數來描述，若欲解得這系統的 Hamiltonian，就必須要解一個

3000乘以 3000的方陣，需花費非常長久的計算時間，為了在有限的

時間內求得特定塊材的性質，我們必須對整個系統作進的步的簡化。 

    近年來，最普遍的簡化近似方法為 Hartree-Fock Approximation，此

理論方法假設電子的波函數可以簡化成彼此獨立的單電子的波函數乘

積，可以大幅度地簡化 Hamiltonian的計算，但可惜的是，它無法簡

化方陣的大小。因為我們研究的材料是晶體，晶體具有空間週期性

(spatial periodicity)，且套用邊界週期條件 (boundary periodic condition)

時，我們只要解出了原始晶格內的電子組態，就可以解得整體特定材
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料的特性。 

        1964年 Hohenberg與 Kohn兩位學者發表了 Density Functional 

Theory (DFT) 理論 95，內容主要敘述為，在外加位勢下的束縛態電子

系統，其電子密度唯一決定了此系統的位能。簡單來說，我們不一定

要知道完整電子的波函數形式，只要知道電子密度函數的分布，就 

可以決定這個系統的 Hamiltonian。DFT理論是可以求出「精確解」

的，不像 Hartree-Fock Approximation在一開始的假設就已經是欲解

「近似值」。雖然 DFT理論可以嚴格求解，但是在實際應用上卻難

以找出滿足精確解的 Hamiltonian，問題出在交換關聯項 (exchange 

correlation function) 。交換關聯項分成兩個部分：(1) 交換項是指

Hartree-Fock位能項中不同種單電子波函數的交換積分；(2) 關聯項是

指 Hartree-Fock的動能項與真實動能項之間的差。 

        目前有許多知名的材料計算程式是基於 DFT理論所開發出來

的，如MD，DACAPO83，以及 STATE100等軟體，不同軟體對 DFT

的實作採取不同的策略，在函數基底的選取上各有千秋，而計算的精

確度與速度上也各有擅長。這些軟體都可以得出材料的能帶結構、電

磁性及最穩定的晶格結構，甚至是特徵光譜的計算，故不同領域的使
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用者可以依照自己的需求，來選用這些特定的程式以進行研究。 
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