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第四章  國三學生幾何論證學習現況 

 
    本研究中所進行的活動呈序列性安排，每一個活動均依據前一活

動之研究結果、並根據相關文獻進行研究設計，因此可由整個活動過

程看出學生概念的遷移歷程。故在實施探究活動之前，研究者先對學

生目前的幾何學習現況作一概括性的調查，從中分析出圖形的迷思概

念及對論證形成的障礙，進而設計對於突破此一障礙有助益的相關探

究活動。 

因此本章主要探討學生基本幾何圖形概念及證明有效性瞭解與

幾何證明之能力表現，主要由基本幾何圖形概念問卷、證明有效性瞭

解問卷以及幾何證明能力問卷所收集之學生作答資料來分析，另外基

本幾何圖形概念則包括了測後訪談的資料。 

 

 第一節 基本幾何圖形概念  
 

    本節依基本幾何圖形概念問卷中，學生的作答來分析。問卷主要

的進行方式是，先要求學生依照題目所要求的圖形來作圖，之後才要

求學生由文字說明為何所繪圖形為符合題目要求的幾何圖形，因此學

生所繪的圖形即為其圖形概念心像的複製，而文字說明的部份則為概

念心像的描述，經由卷面分析及事後訪談以確認學生圖形概念心像以

及圖形概念定義的表現，並進一步分析兩者之間的互動模式為何。 
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一、圖形概念心像 

若針對同一學生的單一卷面來分析，每個題目依序呈現的數個代

表圖形中，愈早被呈現出來的，即為學生心中最先聯想到的圖形意

象，因此研究者統計了全部問卷中第一順位圖形學生的表現(附錄

五)，發現幾個主要被呈現出來的典型類型，統計如表 4-1-1，這些圖

形即為大部份學生對該圖形的典型概念心像： 

 

 

幾何圖形名稱 典型圖形概念心像 圖形特徵 人數 百分比 

(1)四邊形 

 

 

1.四邊邊長不刻意
畫等長。 

2.角度不刻意作特
殊角。 

 

62/74 83.78% 

(2)長方形 
 

 

1. 兩雙對邊不等長 
2. 較長一雙對邊呈
水平，另一雙對邊
則呈鉛直。 

 

68/74 91.89% 

(3)平行四邊形 

 

 

1. 一雙對邊呈水平 
2. 水平的一雙對邊
較另一雙對邊長 

3. 左右的一雙對邊
由右上斜至左下 

 

56/74 75.67% 

(4)菱形 

 

1. 對角線呈水平和
鉛直。 

2. 鉛直的對角線較
水平對角線長 

45/74 60.81% 

(5)三角形 

 

 
1. 三邊邊長不刻意
畫等長。 

2. 角度不刻意作特
殊角。 

3. 底邊呈水平。 
 

37/74 50.00% 

表 4-1-1:基本幾何圖形之典型圖形心像表  
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圖 4-1-1：水平鉛直之典型圖形概念心像 

(6)等腰三角形 

 
 

1. 底邊呈水平。 
2. 頂角向上。 

54/74 72.97% 

 

1.圖形概念心像所呈現的典型特性 
 
由表 4-1-1 中研究者發現學生的圖形概念心像有下列兩項典型特

性：(1)具水平、鉛直性、 (2)缺少特例圖形，以下分別描述這兩項特

性： 

 

(1)水平、鉛直性  

    典型概念心像所表現出來的水平、鉛直性就是指圖形的邊長會有

至少一邊以上是呈水平或是鉛直的，除了任意四邊形之外，長方形、

平行四邊形、任意三角形、等腰三角形的典型圖形心像都具有這種特

性，而菱形則是對角線呈水平鉛直，也具此特性，也就是說，學生的

圖形心像的方位多為正的，較少出現歪斜的，如圖 4-1-1： 

 

 

 

 

 

(2)忽略特例  

    在典型圖形概念心像中，僅有少部份的學生畫出該圖形的特例，

例如等腰三角形，即使是後面順位出現的圖形，也只有少數的學生畫

出特例正三角形；又如平行四邊形，也幾乎沒有學生畫出特例正方
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圖 4-1-2： 缺少特例之典型圖形概念心像  

形；因此大部份學生在被要求畫出與前一圖形不相同的圖形時，並沒

有一個分類的原則，而僅是畫出與前一圖形「不全等」的圖形，如下

圖： 

 

 

但就上述兩個典型概念心像的特徵來說，忽略特例的情形比較多

見，也就是說，第一順位之後的圖形中，出現非水平、鉛直的圖形比

起特例要來得多，因此比起特例的圖形，學生的概念心像較能接受歪

斜的非典型圖形。 

 

2.圖形概念心像呈現典型特性的成因 

(1)與幾何課程的學習經驗有關  

Schwarz & Hershkowitz(1999)提出函數圖形的典型圖形通常是線

性函數，但若函數圖形的某些點無法連成線性圖形，則被認為可能是

拋物線，因此學生的典型圖形心像形成與學習經驗的內容和次序有

關，學習者憶取舊經驗中接觸過的圖形表徵，及教師介紹概念時所提

出的典範例，形成典型概念心像，在訪談中，就水平、鉛直性來說，

小葳、阿翰也提到了以往的學習經驗： 
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 (對話 4-1-1) 

w123 1 T 那為什麼你沒想到畫這個(指頂角向左、底邊非水平的
等腰三角形) 

w124 小葳  一般都是畫正的吧，可能很少人會想到畫反的，老師以
前也都畫正的。 

 

而在特例圖形方面，阿翰雖同意長方形為平行四邊形的一種，但

表示問卷中未畫出的原因是由於以往沒有相關的學習經驗： 

 

 (對話 4-1-2) 

h042 T 那他(指長方形)算不算平行四邊形? 
h043 阿翰  算吧。 
h044 T 算「吧」，到底算不算呢？ 
h045 阿翰  是符合上面條件，但一般講到平行四邊形，比較沒想

到那麼多，而且我沒聽說過說平行四邊形有人畫這樣
的。  

 

    因此小葳和阿翰在呈現概念心像時，並非經由概念定義來思考，

而只是呈現舊有學習經驗接觸過的圖形表徵，因此在面對研究者所提

出的非典型圖形(如歪斜或特例的圖形 )時，兩人在與自己所寫下對圖

形的文字敘述逐項比對之下，雖可同意其為該幾何圖形的其中一個範

例，但仍覺得不自在。因此，在學習中缺少典型圖形外之圖形表徵的

學習經驗，也是導致形成典型心像的原因之一。 

 

(2)圖形的互斥性  

  在訪談中，研究者為了瞭解學生概念心像中缺少特例圖形的原

因，分別詢問了小葳、阿翰、阿忠如下問題，如「等腰三角形只能兩邊

等長嗎?三邊等長可以嗎?(w109)」、「長方形的兩鄰邊可以等長嗎?(h013)」… 等

有關圖形原始定義的相關問題，其中小葳認為若三角形三邊等長就算

                                                 
1 對話編碼說明：第一碼英文字母代表訪談對象，w為小葳、h 為阿翰、 z 為阿忠，後三
碼為流水號。  
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正三角形，不是等腰三角形，而阿翰則是認為長方形的鄰邊是不能相

等的。     

(對話 4-1-3) 

w109 T （略）⋯可以三邊等長嗎？ 

w110 小葳  那算正三角形。 

w111 T 正三角形和等腰三角形是不一樣的嗎？  

w112 小葳  嗯，不一樣，等腰三角形就是兩邊等長。 

w113 T 不能三邊等長？ 

w114 小葳  應該是吧，因為我寫過的數學都是這樣。 

w115 T 你是說你看過的等腰三角形都是這樣？  

w116 小葳  嗯，都是兩邊。 

 

(對話 4-1-4) 

h013 T 長方形，兩鄰邊一定要不等長嗎？ 

h014 阿翰  不一定啊，等長就變正方形啊。  

h015 T 喔，鄰邊相等就會變成四邊都相等嗎？  

h016 阿翰  嗯。  

h017 T 那這樣是長方形嗎？ 

h018 阿翰  不是，是正方形。  

h019 T 所以就不是長方形？ 

h020 阿翰  嗯。  

 

因此小葳和阿翰在這裡表現出的是一個圖形互斥的情形，如等腰

三角形和正三角形被認為是兩種獨立的圖形種類，並沒有互相包含的

關係。Gray, Pinto, Pitta & Tall(1999)認為這和語言有關，Gray 等人認

為學生在處理一個複雜的問題時，一個強而有力的方法就是藉由語言

來分析，一個字可能可以代表一個單一結構或概念，因此在幾何中，

圖形的名稱可能或造成一個獨立的分類。另外也有可能與概念定義不

清楚有關，如小葳提到等腰三角形即是「兩邊」等長，不能三邊等長，

否則就是正三角形，因此在這樣的概念定義下，所呈現的概念心像，

當然不具特例圖形，而這樣概念定義的形成並非課程或教師錯誤的介

紹概念定義，而是又與學習過程所經驗的圖形幾乎都是典範圖形有
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關。 

因此 Gray 等人建議應該藉由教學、討論，來發現幾何中如階層

般的包含關係，以避免概念名詞中語意的表現影響概念的形成。 

 

(3) 情意上的因素 

    訪談中對於大部份的圖形都呈現水平、鉛直的特性，除了小葳、

阿翰兩人表示歪斜的圖形「有點怪怪的  (w120-w122)」或「比較想不到 

(h024)」之外，阿忠亦表示畫正的「比較好看(z030)」 

 

  (對話 4-1-5) 

4029 T 另外我發現你畫的圖好像都滿正的，例如三角形，底邊都

是平的，我可以畫歪歪的嗎？ 

4030 阿忠  因為我覺得這樣比較好看。 

4031 T 比較好看，所以你是因為比較好看，那畫歪的不行囉？ 

4032 阿忠  不是不行，是不好看。 

 

    因此四位學生都不否定歪斜的圖形也能作為代表圖形，但沒有畫

出只是沒有想到、覺得怪怪的、甚或只是單純的覺得畫正的比較好

看。而造成這樣的情意反應這也和以往幾何圖形學習經驗有關，課堂

中或教材中的圖形幾乎是正的，因此學生的典型附圖也都呈現這樣的

特性。 

 

二、圖形概念定義 

1.定義並非最少條件  

  從所有學生的問卷中研究者發現，在要求學生說明為何他所畫的

若干圖形即為題目所要的圖形時，幾乎所有的學生都列舉概念心像所

呈現的數個性質來說明，僅有極少數學生以概念定義的最少條件來說
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明，而被列出的若干個性質中，學生亦無法辨認出其間具有邏輯的因

果關係，甚至還包括了重複或互相包含的性質，例如阿翰對於平行四

邊形的敘述如下： 

 
1. 兩雙對邊平行且相等 
2. 一雙對邊平行且相等     
3. 兩對角相等、兩鄰角互補 
4. 兩對角線互相平分 
5. 平行，且是四邊形 
6. 兩組面積相等的三角形所拚成的 

 

其中條件 2 包含於 1，且和條件 5 亦有重複的情形，其餘的條件

之間也有因果關係，為了進一步探討阿翰的平行四邊形定義為何，進

行了以下的訪談： 

 
h028 T 好，再來談平行四邊形，你說兩雙對邊平行且相等，一

雙對邊平行且相等，到底是一雙還是兩雙？  

h029 阿翰  都可以。 

h030 T 都可以？意思是說一雙對邊平行且相等就可以了嗎？ 

h031 阿翰  那第二條刪掉好了。 

h032 T 所以要兩雙對邊平行且相等嗎？其他的要刪掉嗎？  

h033 阿翰  不用。 

h034 T 所以要看這些是不是平行四邊形，就要看有沒有平行，

還有看有沒有相等 ? 

h035 阿翰  嗯。  

h036 T 可不可以只看對邊有沒有相等? 

h037 阿翰  那不一定… 還要看有沒有平行啊，不是平行四邊形嗎 ? 

h038 T 那其他這些對角啦、對角線也全部都要看嗎?全部都要符

合才是平行四邊形嗎? 

h039 阿翰  對呀。 

 

阿翰雖將重複的條件 1 和條件 2 刪去了一條，但卻是刪去了可作

為定義的條件 2，而對於其他多餘的條件也表示必須保留，因此可知

大部份學生無法對圖形作出形式化的定義，而僅是將列舉出概念心像

所呈現的數個性質。 

 

2包含於 1 
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2.由典型心像的屬性來歸因 

由於學生多由概念心像呈現的性質來寫下對圖形的敘述，而概念

心像又呈現典型的類型，因此學生的敘述出現了典型圖形才有的屬

性，例如小葳對於長方形的敘述為 

 

 

 

 

 

 

而阿翰對於菱形的敘述為： 

  

 

 

 

而在經過訪談之後也確認了以上的敘述即為學生對該圖形之圖

形定義，此現象即為  Hershkowitz(1989)所提出典型判斷中的自我屬

性歸因情形，而這種以典型心像來形成圖形概念定義，則可能造成之

後幾何論證時的錯誤推論。 

 

四、圖形概念心像及概念定義之互動模式  

綜合以上所述，大多數學生在這個單純表達基本幾何圖形概念的

認知工作下，概念心像及概念定義的互動模式為下圖。 
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圖 4-1-3：大多數學生概念心像及概念定義的互動模式 
(引自 Vinner， 1991) 

 

 

 

 

 

 

在 6 名探究小組的成員中，除了阿忠以外，有 5 位呈現出以上的

表現，因此，大部份國三學生的圖形概念定義是由概念心像所呈現的

性質而來的，而非形式化定義，且在本問卷中，由於牽涉到概念定義

的表達，因此呈現了如上圖的互動模式，但若在其他不要求寫出概念

定義的認知工作下，兩者的互動模式則可能跳過概念定義，直接由心

像作判斷，並輸出答案。 

  其中較特別的是阿忠的作答情形，阿忠以不同的屬性，將圖形作

了近乎完備的分類，亦即所呈現的每一個圖形均為該圖形的一個特例

類型，例如平行四邊形的題目中，阿忠的作答如下： 

 

阿忠將平行四邊形的特例－正方形、長方形、菱形逐一表示出來

後便停止作答，由此可知就圖形形狀來看，阿忠並不具特定的典型心

輸入 

輸出   

 
概念定義 概念心像 
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像，因此可將圖形的所有特例呈現出來，但阿忠的圖形心像仍具有典

型的「水平」、「鉛直」現象，也就是說雖然他能就圖形的屬性進行分

類，但所呈現的圖形還是有方位上的侷限，而由先前訪談已知為情意

上之因素造成。 

而在訪談中，阿忠也針對等腰三角形說明了他將圖形分類的方

法，以下是他問卷的作答情形以及訪談內容   

 

(對話五) 

z012 阿忠  第一個就是一般的等腰，底邊不相等的，下面是正三

角形、等腰直角、等腰鈍角、等腰銳角。 

z013 T 就是說等腰三角形有這些種類？沒有別的了嗎？ 

z014 阿忠  嗯，應該沒有。 

z015 T 那我如果畫這樣呢？(頂角大小介於下方第三個圖和

第四個圖之間)  

z016 阿忠  那算銳角等腰三角形，和這個一樣(指下方第四個圖) 

z017 T 一樣？明明不一樣啊？ 

z018 阿忠  種類一樣啦。 

 

因此阿忠認為其他的圖形只要能歸入這些種類就是重複的圖

形，不需要畫出，而由上述兩個例子中阿忠對於圖形的敘述也可看出

他已能以最少條件來描述圖形，也就是以圖形的定義來描述，至於圖
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形的其他性質，則全部可由原始定義推導出來： 

(對話 4-1-6) 

z041 T ⋯(略)，另外我發現你的說明都超簡單的，一句話就解

決了耶，怎麼那麼強？ 

z042 阿忠  一句話就可以了吧。 

z043 T 不用寫太多的意思嗎？例如這平行四邊形你就只寫對邊

相等，我可以再寫對角相等嗎？  

z044 阿忠  對角相等？你就中間連起來就 SSS 就證出來了。 

z045 T 哇 … 就證出對角相等了？所以只要寫對邊相等其他的都

可以證出來嗎？ 

z046 阿忠  對啊，不是嗎? 

z047 T 所以不用像阿翰寫那麼多，寫一個其他的就可以證出

來？  

z048 S4 （稍微瞄了一眼阿翰的作答）對。  

 

因此阿忠對於圖形的概念定義並非由概念心像而來，反而由完整

的圖形分類及最少條件的圖形定義可看出阿忠的圖形心像是根據概

念定義來尋找出特例，因此阿忠的概念心像及概念定義的互動模式應

為下圖，為一個具一般化及抽象化的心智作用。 

 

 

 

 

 

 

   而由 van Hiele 的思考層次來看，阿忠已具有 van Hiele 幾何思考

層次中層次 3(演繹)的部份表現，也就是能辨識出正式定義的最少條

件特性，並經由定義推導出其他定理。而除了阿忠以外，其餘 5 位學

生均未能由圖形的性質形成定義，亦不瞭解圖形之間的包含關係，因

此這 5 位學生尚未完全達到 van Hiele 思考層次的層次 2(非形式演

輸入 

輸出   

 
概念定義 概念心像 

圖 4-1-3：阿忠概念定義和概念心像的互動模式 
(引自 Vinner， 1991) 
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繹 )，也就是僅能描述並確認圖形中組成元素的特性，但尚無法使用

正式的定義。但由於學校課程已教授了形式的幾何證明，因此能作一

些簡單的演繹證明，如小葳在說明為何平行四邊形的鄰角互補時，用

了以下的演繹證明「因為總共 °360 (指內角和)，然後這兩個相等，這兩個相

等(指兩雙對角相等)，所以這兩個就是 °180  (指兩雙鄰角)。(w046)」但在學

生圖形定義不清，而勉強的進行形式幾何證明教學的情形下，則可能

在後續的論證中造成障礙。 

 

五、基本圖形概念表現 

    綜合本節中學生的表現，研究者將大部份學生在圖形概念定義及

圖形概念心像主要的表現概述如下：(1)概念心像呈典型類型，主要呈

現的特性為呈現水平、鉛直的方位及缺少特例圖形(2)概念定義源自於

概念心像的表徵而列舉出數個性質，且無法辨識其相互的因果關係 (3)

不瞭解圖形間包含關係。 

 

第二節  附圖改變對證明有效性瞭解的影響 
 

    在本節中，研究者根據第一節中學生所表現的典形圖形心像，先

針對典型附圖完成一演繹證明，接著改變附圖形式以檢驗學生對於證

明有效性的瞭解，以下則逐題分析學生的表現，主要分析探究小組 6

位成員的作答情形，並輔以統計其餘 74 位學生之作答情形，以瞭解

較多數學生之作答情形，以作為設計探究活動之參考： 

 

一、學生作答情形： 

第一題 
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表 4-2-1：證明有效性瞭解問卷題(一)之答題類型 

    由於本題只有單一演繹步驟，學生只要擷取已知條件即可推得結

論，所用的性質也只有三角形全等性質，目的只在測驗學生是否知道

何謂演繹證明，並能完成簡單的演繹證明，因此大部份學生均能正確

完成本題之證明。主要的答題類型分析共有二類： (1)正確解題 (2)引

用不當性質；引用不當性質則分為引用錯誤全等性質，以及引用視覺

性質二個類型： 

 

引用不當性質  
正確解題 引用錯誤全等性質

(SSA) 
引用視覺性質 

阿忠 ü   
小嬅 ü   

小茹  ACAB =Q CB ∠=∠∴  
又 AMAM = (SSA) 

 

阿智 ü   
阿翰 ü   

小葳   
AMQ 為 BAC∠ 的平分線，

BCAM ⊥∴ 且平分 BC  

 

由於圖形的正確性，在視覺上呈現了並非為原己知條件的性質，

小葳則將其視為已知條件進行推論，而 74 位學生中，共有 6 位學生

也以這個方式進行了錯誤的推論。 

 

第二題 

    本題將原來呈水平鉛直性的典型圖形經過旋轉之後，來評量學生

在圖形轉變後是否認同原證明之有效性，題幹的情境則要求學生模擬

老師的身分，在典型附圖的證明過程正確的前提下，對第(2)題中阿杰

的證明過程給分，而阿杰對於轉變後圖形的證明則表示與第 (1)小題相

同。以下為 6 位學生的給分情形及給分理由，其中阿忠和小嬅可認同
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表 4-2-2：證明有效性瞭解問卷題二之答題類型 

表 4-2-3：證明有效性瞭解問卷題二之答題類型人數統計表 

演繹證明的有效性，認為圖形改變並不會影響原演繹證明，而小茹、

阿智和小葳雖然在認知上認同證明的有效性，但在情意上卻認為即使

證明過程完全一樣，也必須要再寫一次，否則「太懶惰」，且「得不到

分」，而阿翰則是認為「圖形不一樣，證明也不一樣」  

 

  

認同原證明之有效性  
 給分 

完全認同(c) 具情意因素(e) 

不認同原證
明之有效性 

阿忠 10 分  
只是圖形轉變 
證明不變   

小嬅 10 分  
因為他也是用一
樣的 AAS 證明  

  

小茹 0 分   
即使一樣也要再
寫一次  

阿智 5 分   
雖然一樣，但這樣
得不到分  

阿翰 0 分    
圖形不一樣，
證明也不一樣 

小葳 5 分   

照 理 說 是 可 以
的 ， 但這樣太懶
惰，雖然我也想和
阿杰一樣，但我不
是老師嘛  

 

 

   而由全體 74 位學生的問卷來分析，也大致呈現了上述的幾種類

型，表 4-2-3 為 74 位學生之答題類型人數統計： 
 

 

0 分 5 分 10 分 總計  
人數 百分  

比  
人數 百分  

比  
人數 百分

比  
人數 百分  

比  

(c)     28 37.3 28 37.3 
認同證明有效性 

(e) 8 10.7 32 42.7   40 53.4 
不認同證明有效性 3 4.0 3 4.0   6 8.0 
未作答   1 1.3   1 1.3 

總計 11 14.7 36 48 28 37.3 74 100 
(c)為完全認同證明有效性、 (e)為具情意因素 
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由表 4-2-3 可以發現，在圖形經過旋轉之後，只有 6 個學生不認

同原證明之有效性，認為圖形改變則必須再證一次，分別有三人給 5

分，三人給 0 分，因此對大部份的學生來說，圖形方位上的旋轉對演

繹證明有效性瞭解並沒有很大的影響。 

而認同證明有效性的學生中，有 53.4%的學生並未表達出堅定的

信念，而是含有情意上的表現，認為雖然證明過程和第(1)小題一樣，

但也必須再寫一次，這樣的學生中約有 2/3 提出的理由為「多多練習總

是好的」、「老師說多作才會有印象」，另外約有 1/3 的學生認為阿杰的寫

法並不符合證明的「格式」，雖然證明過程是一樣的，但阿杰並沒有

依證明的格式證出這一題，故無法給予滿分，說明給分的理由則有「有

證等於沒證」、「一樣是一樣，但這樣算證明嗎」… 等。 

 因此這裡顯示出了一個「熟能生巧」的情意觀感，在課堂中，教

師常常要求學生要多作練習，無形中灌輸了學生多作有益無害的觀

念，因此即使是具一般性的形式化演繹證明，在圖形轉換後，雖然在

認知上某種程度認同原證明之有效性，但卻無法給予滿分的評價，而

認為必須再多練習一次，即便是一字不漏的重謄一次也可接受，這種

「多作無害」、「熟能生巧」的信念，則為台灣學生的特殊學習信念。 

 

第三題 

    本題將已一個已完成的幾何證明，其附圖形式由原來的典型平行

四邊形，改為特例長方形，檢驗學生是否能利用圖形間的包含關係，

以確認證明的有效性，並探討圖形包含關係的瞭解與證明有效性瞭解

之間的關係。此題的題幹與第二題相同，亦要求學生模擬老師的身

分，給四位同學對於特例圖形的不同證明方法給予評價，並提出給分

的理由。這四種作答各不相同，主要用以檢驗證明有效性瞭解的選項
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表 4-2-4：證明有效性瞭解問卷題三(甲)之答題類型 

為乙的作法，但其餘的作法亦可看出學生的證明觀，及其他因圖形造

成的障礙，因此亦一併討論。 

其中甲的作法錯誤地使用了 AAA 性質作為全等性質，丙的作法

僅為視覺上的判斷，呈現 van Hiele 層次一的思考特性，丁的作法為

原作法的重述，但將第一個步驟敘述中的平行四邊形改為長方形，其

餘步驟相同，也就是完整的重證，以下分別依照學生對四個作法的看

法分析如下： 

 

(1)甲的作法 

這個作法錯誤的使用了 AAA 性質作為全等性質，大部份的學生

可以發現這個錯誤，但也有部份學生未偵察到這個錯誤，表 4-2-4 為

6 名學生的作答情形： 

 

 給分 
發現錯誤的
AAA性質 

未發現錯誤的
AAA性質 

阿忠 0 分  

全 等 性 質 並 無
AAA 性質，表示
所教內容並無 充
分吸收 

 

小嬅 10 分   說明切實 

小茹 5 分  
應該用 SSS 全等
性質   

阿智 5 分  
這是證明相似的
方法  

 

阿翰 5 分   
他 沒 有 證 明

BECAED ∠=∠  

小葳 5 分   
沒 寫 出 為 什 麼

41 ∠=∠ 、 32 ∠=∠  

 

6 人中有 3 人未發現錯誤的 AAA 性質，原因可能是對於全等及

相似的性質並不瞭解，也有可能因為圖形正確的關係，藉由視覺上的

觀察即已承認其全等關係，而僅將演繹過程和圖形逐步作對照，並不

容易發現錯誤，表 4-2-5 為全體 74 位學生對於甲作法的給分情形，及
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表 4-2-5：證明有效性瞭解問卷題三(甲)之答題類型人數統計表 

表 4-2-6：證明有效性瞭解問卷題三(乙)之答題類型 

是否發現錯誤的 AAA全等性質，有約 1/4 的學生未發現錯誤：  

 

 

(2)乙的作法 

這個作法為本題中檢驗證明有效性瞭解的主要選項，表 4-2-6 為

六個學生的作答類型，共有三個類型，6 位學生的答題情形大致和題

(一 )相同中，其中在題 (一)中認同證明有效性的小嬅和小葳在本題中

轉為不認同原證明的有效性，理由都是「長方形並不是平行四邊形」，

而認為證明過程可能會有不同，而小茹和阿翰則和上題一樣認同證明

的有效性，但仍具情意上的觀感，認為即使一樣還是必須再證明一

次，而小葳則仍舊認為圖形改變則證明亦會隨之改變，唯有阿忠完全

認同原證明之有效性，表 4-2-6 位 6 位學生的作答類型： 

 

 

認同證明有效性 
 給分 

完全認同 具情意因素  

不認同 
證明有效性 

阿忠 5 分  

長方形亦是平行
四邊形的一種，所
以可行，但仍應解
釋理由 

  

小嬅 5 分    
長方形不是平
行四邊形，懶
惰  

小茹 0 分   
即使作法一樣也
要再寫一次   

10 分 5 分 0 分 總計       給分  

答題類型  人數 百分比 人數 百分比 人數 百分比 人數 百分比 

發現 AAA性
質錯誤 

0 0.0 29 39.2 21 28.4 50 67.6 

未發現 AAA
性質錯誤 

20 27.0 0 0.0 0 0.0 20 27.0 

未作答或其他 1 1.3 3 4.1 0 0.0 4 5.4 
總計 21 28.3 32 43.3 21 28.4 74 100 
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表 4-2-7：證明有效性瞭解問卷題三(乙)之答題類型人數統計表 

阿智 0 分   

如果這樣的話，就
直接在答案中寫
問老師就好，老師
也不用教了  

 

阿翰 5 分    

老師證的是平
行四邊形，而
這題要證明是
長方形 

小葳 0 分    

圖是長方形，
不是平行四邊
形，多多少少
還是有少部份
不同，須寫出
來  

 

而全體 74 位學生的表現也大致如同探究小組成員的作答類型，表

4-2-7 為各類型的人數統計： 

 

10 分 5 分 0 分 總計  

人數 
百分
比  
人
數 
百分
比  人數 

百分
比  人數 

百分
比  

(c) 5 6.8 0 0.0 0 0.0 5 6.8 認同證明有效性 
(e) 0 0.0 10 13.5 5 6.7 15 20.2 

不認同證明有效性 0 0.0 7 9.4 40 54.1 47 63.5 
未作答 0 0.0 4 5.4 3 4.1 7 9.5 
總計 5 6.8 25 28.3 44 64.9 74 100 
(c)為完全認同證明有效性、 (e)為具情意因素 

 

表 4-2-7 中五位認同證明有效性的學生均明確的提出「長方形為平

行四邊形的一種，所以不用再證了。」因此這本題中，具證明有效性瞭解

的學生均理解圖形包含關係，但反過來說，瞭解圖形包含關係的同學

則未必可接受原論證之有效性，例如有學生表示「雖然長方形也是平行

四邊形，但是證明不一定會一樣。」，亦即原來的演繹證明的結果僅對該

典型的平行四邊形成立，對於特例長方形來說則不一定。而不認同證

明有效性的所有學生中，則沒有任何人提到圖形的包含關係，如阿

翰、小葳的說法，因此是否瞭解圖形包含關係與是否具證明有效性瞭  
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圖 4-2-1：是否瞭解圖形包含關係與是否具證明有效性瞭解之關係 

 

解之間的關係如圖 4-2-1，也就是說瞭解圖形包含關係的學生未必能

在圖形改變為特例的情形下瞭解證明的有效性，但不瞭解圖形包含關

係的學生則完全無法瞭解原證明之有效性： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

而將表 4-2-7 與表 4-2-3 作一個比較，可發現具證明有效性瞭解

的人數減少了，而認同證明有效性的學生中，仍舊有學生存在情意因

素，認為「雖然證明相同，但多練習總是好的」，但亦比題一減少許多；

因此表示圖形由典型圖改變為特例的圖形要比僅經過旋轉的圖形對

證明有效性的瞭解影響要來的大。 

 

(3)丙的作法 

     這個作法主要檢驗學生是否接受視覺上所呈現的全等，由於學

生已接觸到形式化的演繹證明方法，因此 6 位研究對象均不接受僅是

視覺上看起來全等 , 作答類型如表 4-2-8 ： 

 
 
 
 
 

 

不
瞭
解
圖
形
包
含
關
係 

 
 
 
瞭解圖形包
含關係 

具證明
有效性
瞭解 

註：黑點部份則為 
不具證明有效性瞭解 
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表 4-2-8：證明有效性瞭解問卷題三(丙)之答題類型 

表 4-2-9：證明有效性瞭解問卷題三(丙)之答題類型人數統計表 

 

 給分 給   分   理   由 
阿忠 0 分  眼睛看到的並不能代表一切，須提出說明。  

小嬅 0 分  沒寫答案。  

小茹 0 分  
寫作法是要讓老師瞭解你的推理能力及思考能力，若不寫
便達不到此作用了。  

阿智 0 分  這樣只會讓老師認為他不懂得如何驗證。  

阿翰 0 分  如果用看的就知道的話，那幹嘛還叫你寫呢 (答非所問 )。  

小葳 0 分  欠打 !證明就是要寫出來啊。  

而由全部 74 位學生的作答情形來看，僅有一位學生表示可接受

視覺上看起來的全等，而其餘均不同意。這些學生主要提出三種理

由，第一種為阿忠的說法，完全否定視覺的判斷，認為視覺是不精準

的，第二種為情意的表達，認為「這樣太混了、太懶惰」，另外則有學

生提出至少必須測量看看，以測量的方式來驗證，表 4-2-9 為 74 位學

生的作答類型統計表：   

 

 

10 分 5 分 0 分 總計  

人數 
百分
比  
人數 百分比 

人
數 
百分比 

人
數 
百分
比  

同意視覺判斷 1 1.4 0 0 0 0 1 1.4 
(v ) 0 0 2 2.7 26 35.1 28 27.8 
(e) 0 0 1 1.4 33 44.6 34 46.0 

不 同 意 視 覺 判
斷  

(m) 0 0 0 0 6 8.1 6 8.1 
未作答 0 0 0 0 5 6.7 5 6.7 
總計 1 1.4 3 4.1 70 94.5 74 100 

 

 

(4)丁的作法 

此作法為針對特例長方形作一完整的重證，證明過程和原題完全

一樣，僅將證明過程中步驟一的平行四邊形改為長方形，表 4-2-10

是 6 位學生對於此作法的給分說明，主要分為兩種類型：過程完全正

確、過程不完全正確： 

(v)認為視覺判斷並不精準、 (e)為情意表達、 (m)表示可以測量的方式驗證 
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表 4-2-10：證明有效性瞭解問卷題三(丁)之答題類型 

表 4-2-11：證明有效性瞭解問卷題三(丁)之答題類型人數統計表 

 

 給分 完全正確 不完全正確 

阿忠 10 分  
能運用所教過之性質，但
最好能再利用其他方法證
明  

 

小嬅 10 分  說明切實  

小茹 10 分  
推理得非常詳細，且全等
性質和推理方式寫得很正
確  

 

阿智 10 分  證得很好  

阿翰 10 分  寫得很好  

小葳 5 分   

長方形與平行四邊形並不全
等，而丁是照抄的，理應不
給分，但看在他有寫出來，
給一半。  

丁的作法中將「 ABCD為平行四邊形」改為「 ABCD為長方形」，

因此於乙作法中認為長方形不是平行四邊形一種，故必須再證一次的

小嬅、阿翰兩人，給了丁作法 10 分，因此對他們兩人來說老師的證  

明和丁的證明是不同的證明，分別針對兩個獨立的圖形。而小葳則是

更強烈地認為圖形不一樣，證明過程也不會一樣。  

而就全體學生來看，大部份的學生也給了滿分，只有 1 人和小葳

一樣表示圖形不同證明也不可能相同，另外也有少部份學生認為可以

試試別的作法，認為「和老師一樣，太沒創意了」，還有 4 位學生在看過

整個證明過程後，認為「證明有錯」而未給予滿分，表 4-2-11 為 74 位

學生的作答情形： 

 

10 分 5 分 0 分 總計  
人數 百分

比  
人數 百分

比  
人數 百分

比  
人數 百分  

比  

完全正確 59 79.7 0 0.0 0 0 59 79.7 
可試其他方法 0 0.0 3 4.1 0 0 3 4.1 
證明有誤 0 0.0 4 5.4 0 0 4 5.4 
圖形不同證明
也不會相同 

0 0.0 2 2.7 0 0 2 2.7 

未作答 6 8.1 0 0.0 0 0 6 8.1 
總計 65 87.8 9 12.2 0 0 74 100.0 
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表 4-2-12：證明有效性瞭解問卷題四之作答情形 

第四題 

    本題分為三小題，第(1)小題要求學生自行完成一演繹證明，第 (2)

小題僅改變原附圖的符號系統，但圖形與原題全等，僅改變圖形上的

符號，以檢驗學生在這個變因下的證明有效性瞭解，第(3)小題圖形的

改變並非原圖形的特例圖形，也非單純的剛性變換，而是作了伸縮、

旋轉、放大、縮小… 等較多的變化，視覺上將附呈現較大的改變。因

此本題為兩種附圖形式的改變，表 4-2-12 為 6 位學生第(1)題~第 (3)

題的作答情形： 

 

 

第(2)小題 第(3)小題  

第(1)小題 是否需
要再證
明 

理由 
是否需
要再證
明 

理由 

阿忠 正確 是 
在不同的三角形
中，或許有不同結
果  

是 
邊長、角度不同或
許會有其他結果 

小嬅 正確 否 
只是符號不同，內
容相同 是 

圖形較易導亂人
的視線，雖一樣，
但值得再證  

小茹 正確 否 因為只是代號不
同  

是 因為圖形並不相
同  

阿智 

引 用 錯 誤
性質：中線
即 為 角 平
分線 

否 
同理可證 (用上題
的方法 ) 否 

同理可證 (用上題
的方法 ) 

阿翰 正確 是 因為代號不同 否 多此一舉 

小葳 引 用 錯 誤
全等性質 

是 要有運動家精神 是 要有運動家精神 

 

而全體學生第(2)小題的作答情形分布如表 4-2-13，大部份學生認

為只是符號不同，證明是相同的，而仍然有部份學生認知上認為證明

是相同的，但仍可多作幾次練習，此外有約 1/4 的學生認為符號不同

則必須再證明一次： 
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表 4-2-13：證明有效性瞭解問卷題四(2)之答題類型人數統計表 

表 4-2-14：證明有效性瞭解問卷題四(3)之答題類型人數統計表 

 

不用再證明一次 還要再證明一次 總計  
人數 百分比 人數 百分比 人數 百分比 

(c) 41 55.4 0 0.0 41 55.4 認同證明有效性 
(e) 0 0.0 13 17.5 13 17.5 

不認同證明有效性 0 0.0 19 25.7 19 25.7 
未作答 1 1.4 0 0.0 1 1.4 
總計 42 56.8 32 43.2 74 100.0 

(c)為完全認同證明有效性、 (e)為具情意因素 

 

第(3)小題中對圖形作了較大的改變之後，學生對於原證明有效性

的瞭解也有了很大的改變，大部份學生認為這這樣的圖形改變下，則

必須再證明一次，也就是不認同證明有效性的學生明顯增加了，統計

如表 4-2-14： 

 

     

不用再證明一次 還要再證明一次 總計  
人數 百分比 人數 百分比 人數 百分比 

(c) 29 39.2 0 0.0 29 39.2 認同證明有效性 
(e) 0 0.0 7 9.5 7 9.5 

不認同證明有效性 0 0.0 36 48.6 36 48.6 
未作答 2 2.7 0 0.0 2 2.7 
總計 31 41.9 43 58.1 74 100.0 

 

二、證明有效性瞭解表現 

    為了評估附圖形式的改變對於大部份國三學生證明有效性瞭解

的表現，因此將表 4-2-3、表 4-2-7、表 4-2-12、表 4-2-14 中 74 位學

生的作答情形綜合統計如表 4-2-15： 
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表 4-2-15：附圖形式的改變對證明有效性瞭解的影響人數統計表 

圖 4-2-2：附圖形式改變對學生證明有效性瞭解影響程度  

 

認同證明有效性  

完全認同 具情意 
因素 

小計 

不認同證
明有效性 

未作答 

剛性旋轉 37.3 53.4 90.7 8.0 1.3 
改為特例圖形 6.8 20.2 27.0 63.5 9.5 
改變符號 55.4 17.5 72.9 25.7 1.4 
放大、旋轉、伸縮 39.2 9.5 48.7 48.6 2.7 
單位：% 

 

由表 4-2-16 的數據顯示，特例圖形被大部份的學生視為完全不相

干的圖形，而造成無法一般化論證的結果，是影響瞭解證明有效性最

大的變因，倘若將圖形作了放大、旋轉、伸縮等較大的改變後，有效

性的瞭解則呈兩極化的表現，認同與不認同的學生各佔了約一半，但

仍對較多數的學造成了影響。 

其中將圖形旋轉對證明有效性瞭解的影響程度並不大，這是由於

剛性變換保有了原圖形的角度以及長度等物理量的不變，因此學生很

容易發現圖形與原圖形的全等，而接受原證明的有效性；而改變附圖

的符號則是其中影響最小的一個變因，原因則是圖形仍和原圖形全

等，方位亦沒有更動，因此證明有效性被大部份同學接受，因此將以

上變因對大多數學生證明有效性瞭解的影響的程度由大至小排列如

圖 4-2-2： 

 

                   ⇒  

 

⇒                    ⇒  

 

 

 

改變符號 

改變為特例圖形 任意伸縮、放大、旋轉 

剛性變換 
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表 4-2-16：附圖形式的改變對於證明有效性瞭解的影響(6名學生) 

圖 4-2-2 的影響程度為 74 位學生作答情形的百分比統計結果，因

此僅代表在某種附圖改變下，對於多數學生的影響程度，並非對每個

個體的影響層次，如 6 位探究小組成員在在由典型圖形改變為其他形

式附圖的情況下，對於證明有效性瞭解的表現如表 4-2-16： 

 

 
改為特例圖形 

放大、縮小 
旋轉、伸縮 

剛性旋轉 改變符號 

阿忠 ü û ü û 
小嬅 û r ü ü 
小茹 r û r ü 
阿智 r ü r ü 
阿翰 û ü û û 
小葳 û û r ü 

ü：認同證明有效性、r：認同但具情意因素、û：不認同證明有效性   

 

其中小嬅和小葳大致符合圖 4-2-2 的影響程度，而阿智則是無論

附圖形式如何改變，都可認同證明的有效性，僅表達了情意上的意

見，而其餘三人則有不同的表現，則可能與學生是否具圖形包含關係

以及其他空間能力有關。 

 

第三節   附圖形式對於幾何證明能力的影響 
 
    本節主要探討不同附圖形式下，對於學生做證明的能力影響，而

附圖形式則以「典型圖」、「非典型圖形」、「錯誤圖形」、「無附圖」為

變因，檢驗學生在做幾何證明時受到不同附圖的影響為何，是正面的

輔助效果亦或是負面的障礙。    
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一、探究小組成員作答情形 

    主要根據問卷三學生的作答情形來分析，而由於問卷中均為開放

式的幾何證明題，礙於研究者的時間及能力範圍所限，主要分析六名

參與探究活動學生的作答，再輔以描述全體學生的大致作答情形。 

此問卷共有五題，每題之題幹均相同，僅改變了題目的附圖形

式，而為了避免已作答之題目影響後續的作答，因此題目的編排順序

根據合作教師之建議並參照該校資深數學教師之教學經驗，原則上採

由難到易的排列，排列順序為「未附圖形」"「錯誤之非典型方位圖

形」"「錯誤之典型圖形」"「正確之特例圖形」"「正確之典型圖

形」，以下按照題號逐題分析：   

 

(一)未附圖 

  本題未附上圖形，因此大部份的學生在進行論證之前，會自行依照

題目的敘述畫出附圖，題目敘述如下： 

 

 

 

 

    在這樣的題目敘述之下，全體 74 位學生有 46 位自行畫出圖形，

而 46 位畫出圖形的學生中，有 42 位畫出如圖 4-2-3 的典型等腰三角

形，並依照一般的習慣如右圖依序標上點 A、B、C，在這樣的情況

下，受到由典型心像方位的影響，幾乎所有的學生都將證明的目標定

在證出 ACAB = ，因此會造成已知條件不足的情形，而為了達到預定

的推論目標，學生則有過度推論的情形，而產生了下列兩個主要的錯

誤類型： 

G為 ABC∆ 的外心，連接 GCGBGA         、、 ，若 BCGACG ∠=∠  

試證 ABC∆ 為一等腰三角形。 
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表 4-2-17：幾何證明能力問卷題一之作答情形 

- 過度一般化：這類的學生利用視覺上所觀察到

的性質來推理，最典型的例子如

由 已 知 中 的 21 ∠=∠ ( 如 圖

4-2-3)，根據視覺上的對稱，過度

一般化 CBG∠ 亦等於 ABG∠ ，進

而導出 AGCAGB ≅∆ ，而推得

錯誤的結論 ACAB = 。 

- 引用錯誤的性質：部份的學生會引用錯誤的性質來進行推導，主要引用

的有下列三個主要錯誤的性質：○1 將 AG之延長線視為

BC之中垂線，再衍生出相關性質，○2 因 G為外心，則

ABG∠=∠1 ，○3 因 G為外心，則 AGBBGCAGC ∠=∠=∠  

 

而以上兩種錯誤類型的起因均為典型附圖作帶來的視覺影響，表

4-2-17 為探究小組成員之作答情形，有 2 人無法根據題意畫出圖形，

而其他畫出圖形的 4 人中均呈現了典型圖形，且有 3 人受到圖形影

響，僅阿忠一人不受圖形影響作出正確推論： 

 

 作圖情形 作答情形 附圖影響 
阿忠 典型圖 正確推論 ＋  

小嬅 典型圖 引用錯誤性質○2  －  

小茹 未作圖 未作答 －  

阿智 典型圖 未作答 －  

阿翰 未作圖 未作答 －  

小葳 典型圖 將已知條件重述即得到結論 －  

     ＋：附圖具輔助作用、－：附圖具負面影響 

 

 

 

圖 4-2-3： 問卷三題(一)學生
所結構之附圖  

CB

A

G

1

2
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表 4-2-18：幾何證明能力問卷題二之作答情形 

(二)錯誤之非典型方位附圖 

  本題提供了如圖 4-2-3 的附圖，因此若在題 (一 )中畫出相同圖形

的學生，作答情形也大致相同，因此主要檢驗在題(一)因未能畫出相

關圖形而未作答的學生於本題的推論情形如何。如小茹、阿智及阿

翰，在本題由於提供了附圖，三人均根據該附圖開始作答，但仍呈現

題(一)中的幾個錯誤類形，另外小葳則表示圖形不標準 ( 21 ∠≠∠ )，因此

根本無法得到結論，表 4-2-18 為六人作答情形： 

 

 作答情形 附圖影響 
阿忠 正確推論 ＋  

小嬅 引用錯誤性質○3  －  

小茹 引用錯誤性質○2  －  

阿智 引用錯誤性質○1  －  

阿翰 引用錯誤性質○3  －  

小葳 批評圖形不標準，無法作答  －  

＋：附圖具輔助作用、－：附圖具負面影響  
 
 

(三)錯誤之典型附圖 

    本題的附圖中，將欲證相等的兩腰以一

般典型的形式呈現於左右兩側，但兩腰刻意

畫不等長，如圖 4-2-4。在這樣的附圖形式下，

大部份學生所訂定的推理目標仍為左右兩側

的 ACAB = ，但由於為已知條件可推導出的結

果，因此作答率及正確率亦提高。但因圖形

視覺上呈現的長度是 BCAB = ，因此亦有學生 (如:小茹 )則以此為推論的

目標，而作出錯誤推論，另外小葳則仍舊表示在不標準的圖形下無法

作答，由本題中發現小嬅和阿智由於推論目標正確，因此證明能力則

在這樣典型的附圖形式下有了提昇，表 4-2-19 為學生之作答情形： 

CB

A

G

1 2

 
圖 4-2-4：問卷三題

(三)之附圖  
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表 4-2-19：幾何證明能力問卷題三之作答情形 

表 4-2-20：幾何證明能力問卷題四之作答情形 

 

 作答情形 附圖影響 
阿忠 正確推論 ＋  

小嬅 正確推論 ＋  

小茹 引用錯誤性質○2 ，推出 BCAB =  －  

阿智 正確推論 ＋  

阿翰 引用錯誤性質○3  －  

小葳 批評圖形不標準，無法作答 －  

 

(四)正確之特例圖形 

  本題附圖如圖 4-2-5，外心於三角形之

邊上，因此為特例直角三角形，如圖 4-2-5，

但由於圖形為一標準之等腰三角形，導致學

生在推論過程中使用了視覺上呈現的性

質，主要的錯誤情形為將 AG視為 BC的中垂

線，因此 BCAG ⊥ 、 o90=∠=∠ AGCAGB ，和題一

之中的錯誤性質○1 相似(以○1 ’表示之 )，而阿智則是用尺規測量的方式

驗證 ACAB = ，表 4-2-20 為學生之作答情形： 

 

 

 作答情形 附圖影響 
阿忠 正確推論 ＋  

小嬅 表示同題三  ＋  

小茹 正確推論 ＋  

阿智 以尺規測量  －  

阿翰 引用錯誤性質○1 ’ －  

小葳 引用錯誤性質○1 ’ －  

    

由表 4-2-20 發現，小茹做證明的能力在這個附圖形式下得到了提

升，但阿智卻反而以測量的方式來驗證，呈現一個不同的證明觀，認

為在無法提出形式證明的情形下，以測量的方式亦可驗證。另外，在

CB

A

G

1 2

 

圖 4-2-5：問卷三題(四)
之附圖  
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表 4-2-21：結構證明能力問卷題五之作答情形 

本題中圖形的正確性似乎作阿翰和小葳沒有正面的幫助，反而造成了

負面的影響。 

 

 (五)正確之典型附圖 

    本題中的附圖為標準之典型等腰三角形，因此大部份學生在圖形

的輔助下，均能正確的做出完整證明，但另一方面由於圖形正確性，

呈現出其他並非為已知條件的性質，而被學生用以進行推論的現象仍

舊存在。例如仍有少部份的學生仍將 AG之延長線視為 BC之中垂線，

另外阿翰亦引用了錯誤的性質○3 ，表 4-2-21 為學生的作答情形： 

 

 

 作答情形 附圖影響 
阿忠 正確推論 ＋  

小嬅 正確推論 ＋  

小茹 正確推論 ＋  

阿智 正確推論 ＋  

阿翰 引用錯誤性質○3  －  

小葳 表示同題一的作法  －  

 

 

二、幾何證明能力部份表現 
 
    這個部份 6 名學生在幾何證明能力的表現的確受到不同附圖形

式的影響，而被影響的程度大小，則如同原先所預期的依序為：「未

附圖形」"「錯誤之非典型方位圖形」"「錯誤之典型圖形」"「正

確之特例圖形」"「正確之典型圖形」，表 4-2-22 為 6 名學生分別在

五個題目中的表現  

 
 
 



第四章 國三學生幾何論證學習現況 
 

 78 

表 4-2-22：不同附圖式下 6名學生的幾何證明能力表現 

＋：於該附圖形式下做出正確證明、－：受到圖形影響無法做出證明 

 
 
 
 

 

 

 

 

由問卷三學生的作答情形，主要將學生受到附圖形式所影響而產

生的錯誤類型主要分為以下三類：(1)依照典型圖形訂定出錯誤之推論

目標(2)錯誤圖形所呈現的視覺表徵導致引用錯誤性質而無法進行推

論(3)正確典型圖下的過度推論。因此將於後續研究中根據這三個錯誤

類型設計相關探究活動以突破圖形在幾何證明過程中所造成的障礙。 

 

 

 未附圖 錯誤、非
典型方位 

錯誤、 
典型方位 

特例圖形 正確 
典型 

阿忠 ＋  ＋  ＋  ＋  ＋  

小嬅 －  －  ＋  ＋  ＋  

小茹 (未作答 ) －  －  ＋  ＋  

阿智 (未作答 ) －  ＋  －  ＋  

阿翰 (未作答 ) －  －  －  －  

小葳 －  －  －  －  －  


